Opérateurs pseudodiftérentiels
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1 Introduction

Les opérateurs différentiels & coefficients variables classiques sont de la forme :

P D) = 3 alw)as
|| <mn
ot z € R", oo = (ay,...,an) € N" avec |a| = + ... + ap et Dy = 10,
L’action de cet opérateur correspond & multiplier la transformée de Fourier
d’une fonction de %/ par le polynome : p(x,§). Les opérateurs pseudodifféren-
tiels généralisent ce procédé a des fonctions non nécessairement polynomiales.

2 Définition et propriétés de base

Pour pouvoir définir des opérateurs dont les propriétés prolongent celles des
opérateurs différentiels, on définit des fonctions dont le comportement est proche
de celui des polynomes. On définit ainsi la classe S™ des symboles d’ordre m.
Elle contient entre autres les polyndémes de degré m.

Définition : Soit m € R. On note S™ = S™(R"™ x R™) ’ensemble des fonctions
a € C*(R"™ x R™) telles que :

Va, Vi3,

0200a(,€)| < Cap(1+ €)™ V7, ¥ € R" V¢ €R" (1)

On note de plus S™° =, . S™.
ON notera que S™ contient aussi les fonctions homogénes de degré m pour
& grand.

On munit S™ d’une structure d’espace de Fréchet en le munissant des semi-

normes correspondant & la plus petite constante Cy, g admissible dans (1).

Propriétés :
SiacS™, 000 a(x,&) € S™1A
Siae S™ be S™, alors ab e S™t™
Siay,...,a € S° et F € C(CF), alors F(ay,...,a;) € S°.

2.1 Opérateurs pseudodifférentiels dans .7

On va définir un opérateur comme la "multiplication" de la transformée de
Fourier d’une fonction de . par un élément de S™
Proposition : Si a € S™ et ¢ € .7, alors la formule :

a(z, D)p(x) = (2m)" / (. €)(€)de

définit bien un opérateur de . dans . continu par rapport a a et a .

On dispose d’autres moyens de décrire les opérateurs pseudodifférentiels,en
particulier & travers la description de leur noyau de Schwartz.



2.2 Noyau de Schwartz

Pour un opérateur A de C§°(923) — D’(€1), on appelle noyau de A la dis-
tribution K(x,y) € 2'(Q1 x s) telle que

(Av,u) = (K,u®v),V u e C5(2),V v e C§(Q)

Pour un symbole a dans S~°, on a une écriture simple du noyau de a(z, D) :
K(ay) = (2n) " [ 19, ¢)ag

Ceci est parfaitement défini si a appartient & S~°° puisque l'intégrale est ab-
solument convergente, on a alors K € C*°(R™ x R™). On va pourtant pouvoir
définir le noyau de a(x, D) par cette formule pour un a dans un S™ avec m
quelconque dans R. On aura pour cela besoin de la notion d’intégrale oscillante.
Ceci est en fait une généralisation des intégrales du type [ %

2.3 Intégrales oscillantes

Notre but est de définir [ e a(h) df. On a besoin que ¢ soit réelle et
varie rapidement & l'infini et que a soit & croissance suffisemment lente, notion
que ’on va préciser.

Définition : Soit p €] — 00, 1], m € R, on définit
ATRN) = {a € C°RY) tqg V 0 € RN, Va € NV |9%a(6)] < Cu(l + \9|)m—ﬂ|a\}

On note d’autre part Af> =], A"
On munit ces espaces des semi-normes naturelles :

Ni(a)=  sup (14 [6])"" 0l 19%a(0)]
la|<k, OERN

On remarque que l'intégrale 1., f]RN e q() df est bien définie pour a € AT,
m < —N.

Théoréme : Si dgp # 0 pour 0 # 0, et p réelle, homogeéne de degré p, u > 1—p,
alors Iintégrale I, peut étre prolongée a des symboles dans A?(RN ) avec m
quelconques. Ce prolongement est unique par densité de . = A7 dans cha-
cun des A7

m

Démonstration (ou idée de) : On pose ¢ € .. On obtient des majora-
tions qui vont nous permettre d’étendre la définition pour m quelconque. On
utilise une partition dyadique de I'unité dans R¥ :

1=x0(0) + > _x(2770) Xo X € Cg°(RY)
p=0

On montre facilement que ’on peut obtenir une telle partition avec un y de
support la couronne {6; |0] € [1/2,2]} et un xo de support la boule centrée en 0



de rayon 2.
o) = [ e Oxa(6)a(6) + 3 e (2770) a(6) a9
RN
p=0
Le changement de variable 6 — 2P nous ameéne a sommer :

——

par homogénéité

I, =2Nr / 220 (0)a(2P0) db peEN

Pour majorer ces termes, on utilise un lemme, dit de la "phase non stationnaire" :

Lemme : Soit K un compact de RY, ¢ € C(RY), réelle telle que |p(8)] >
¢p > 0 sur K, Alors, Va € C§°(K), Vk € N, on a

VA>1 @ A\F

e ato de\ < Chir(g) Cleo, K) sup|dal

a<lk

ott Cj41(y) reste bornée lorsque ¢ reste bornée dans C*+1(K).
Pour démontrer ce lemme, on va faire I’équivalent d’une intégration par partie :

Popérateur L = —i |¢/| > Zjvzl ¢ 9 vérifie L(e™%) = \e™# et on obtient :
J J

/\k/ei”\“" a do ’

On vérifie facilement que |(tL)ka| < Crt1(9) SUp o<i [0%al.

‘/ew(tL)k(a) d9’

| K| sup ’(tL)ka|
K

IN

On retourne & la preuve du théoréme, en utilisant le lemme avec A = 2PH,
on obtient la majoration :

L] = ‘QNP / 2" 0y (0) a(2r0) db
< Cpgy 2P PrE sup oplel |0%a(27P0)]
la| <k, 1/2<[0]<2 —

<N (a) (1428 [0])mele]

< Ok-l—l 2p(N7yk+m+(1fp)k)N;nk(a)

Ensuite, si on choisit k& suffisamment grand (c’est & dire si on dérive a suffisam-
ment), on peut obtenir N +m —k(p—1+p) <0 (car u > 1—p, c’est & dire que
"y oscille plus vite que a"). La série des I; est alors convergente est on obtient
la majoration I,(a) < CN (a), qui permet d’étendre l'intégrale a tout a de
A7' par densité.

Remarque : on peut alors facilement voir que

I(a) = lim [ P a(0)x(ed) db

e—0t



e—07T

avec y € . telle que x(0) =1 (car on a alors a(f)x(ef)) — An a(#) pour tout
m’ > m).

Cette définition permet de montrer que la majorité des propriétés qui sont vraies
pour des intégrales classiques le sont aussi pour les intégrales oscillantes : théo-
réme de Fubini, intégration par partie, changements de variable homogéne, ré-
gularité par rapport & un paramétre et dérivation sous le signe intégrale.

Cette définition de l'intégrale oscillante ne permet de définir le noyau de
Schwartz d’un opérateur pseudodifférentiel que pour x # y. On peut aussi dé-
finir une notion d’intégrale oscillante plus générale ou la phase ¢ dépend aussi
d'un paramétre x : I,(a)(z) = [e@Da(z,0)d 6. Sous certaines conditions
sur ¢ et sur a, on obtient alors que I,(a) € 2'(£2). C’est cette notion qui per-
met d’écrire le noyau de Schwartz sous sa forme intégrale pour tout opérateur
pseudodifférentiel.

K(z,y) = (2n)" / @1 o, €)de

2.4 Sommes asymptotiques

Une série de Taylor constitue une approximation locale d’une fonction. Dans
S™, c’est le comportement & l’infini en £ qui est important puisque c’est en fait
le degré de croissance a l'infini en & qui détermine le degré de régularité de
l'opérateur. La connaissance de symbole dans une classe modulo S~ est par-
fois suffisante pour I’étude des propriétés de 'opérateur. Dans ce cadre, on peut
étre amené & définir le symbole par une série asymptotique.

Soit a; € S pour une suite décroissante m; — —oo. On veut donner un
sens ala série ) a;, méme si la suite diverge. On peut le faire modulo un élément
de S™°° : on écrira que

a ~ E Q;

k
Vk >0,a — Zaj € Skt
j=0

si

Théoréme : Il existe a € S0 tel que a ~ ) a;. Celui-ci est unique modulo
S—OO

Idée de la démonstration : Si la série des a; était convergente, il n’y aurait
pas de probléme. Pour forcer la convergence, on tronque en multipliant par une
fonction de cut-off (1 — x(¢;&)) : on garde en fait le comportement & l'infini en
ne retirant qu’'une fonction a décroissance trés rapide. Alors, si €; tend vers 0
assez vite, on a les estimations souhaitées pour une série localement finie.



2.5 Adjoint d’un opérateur pseudodifférentiel

La représentation du noyau par intégrale oscillante permet de définir aisé-
ment 'adjoint d’un opérateur pseudodifférentiel. On peut montrer que pour un
symbole a de S™°, lopérateur adjoint de a(x,D) est aussi un opérateur pseu-
dodifférentiel dont le symble s’écrit sous la forme :

a%a@:w%rﬂ/eﬂmax—%ffmdyw

La notion d’intégrale oscillante permet alors d’étendre cette formule & un sym-
bole de S™. On prouve alors que a*(x,£) appartient a S™. Cette propriété
permet alors de définir simplement un opérateur pseudodifférentiel de S’ dans
S’

On montre aussi que a¢* admet un développement asymptotique :

@*(2,6) ~ 3 08 D)

On pourra remarquer que ces deux écritures sont intuitivement liées par 1’écri-
ture a*(x, &) = etP=Peq(z, €).

2.6 Composition d’opérateurs pseudodifférentiels

Si on considére ai,as € ST°°, on obtient que la composition d’opérateurs
pseudodifférentiels associés est un opérateur pseudodifférentiel de symbole :

ar#taz = (z,€) = (2m)™" / e @My (2, n)as(y, €) dy dE

De nouveau, la notion d’intégrale oscillante permet alors d’étendre cette formule
a des symboles dans 5™ et S™2, m; et msy quelconques. On prouve alors que la
composée de deux opérateurs d’ordres my et msy est un opérateur pseudodiffé-
rentiel d’ordre m = my + mo. On montre aussi que a;#as a un développement
asymptotique :

1
ar#as(x, &) ~ Z aagal DZas.

De maniére formelle, on écrit a;#as(x, &) = eiDy'D”al(:z:,77)a2(y,§)|n:E ez

3 Applications

3.1 Paramétrice d’un opérateur elliptique

Si a € S™ est telle qu’il existe ¢ > 0 et C tels que |a(z,&)| > c|¢[™ pour
|€] > C, on dit que a est elliptique.

Théoréme Si a est elliptique, alors, il existe b € S™™ tel que a(z, D)b(x, D) —
Id € Op(S—°).

Cette inversion n’est donc qu’une inversion modulo S™°°. Mais ce résultat est
tout de méme satisfaisant si on s’intéresse a la propagation des singularités. Or,



un élément de Op(S~°°) a un effet régularisant.

Démonstration : Pour [£| > C, on a |a(z,&)| > c|¢|™, donc |a(z,&)| x (1+
1€[?)"™/2 > C” ot C” est une autre constante . D’autre part, on a a(z, &) x (1+
[€%) /2 € 8°.

On pose by = (1 + [¢[*)"™/2 F(a x (1+[¢)*)"™/2) ot F € C*°(C), F(z) = 1
pour |z| > C".

On a alors by € S™™ et aby = 1 + x(x,&) avec x(z,£) = 0 pour |{| > C. Donc
x €57

Au sens de la composition, on a alors : a(x, D)by(x, D) = id — r(x, D) avec
r € S~ (C’est le terme d’ordre -1 du développement asymptotique de a#b)
On pose alors by (z, D) = b(z, D)#r(z, D)k € Op(S—™~F)

On vérifie alors que b ~ > by, convient :

AB = AB-) Bj)+A) B,
i<k i<k

= AB-) Bj)+ABY R’

i<k i<k

Or (B—Zj<,~C Bj) € Op(S~™~F) par définition du développement asymptotique
de B
Deplus, ABY ,_, R/ = (id—R) Y, RI =3, R=Y",_, R(j+1) = id—R*
Donc

AB = id— R* +0p(S7%)
= id+O0p(S7H)

Ce qui est vrai pour k quelconque, donc AB = id + Op(S~).

Remarque : on peut aussi définir des classes d’opérateurs S/T(; qui vérifient :

Vo, V3,

0207 a(w,€)| < Cap(1+ J¢l)eI0H+0le!

Tous les résultats précédents s’appliquent alors de la méme fagon avec p,§ > 0
et p> 4.

3.2 Norme L? d’un opérateur pseudodifférentiel

On peut montrer de fagon élémentaire en utilisant les résultats précédents
(les sommes asymptotiques en particulier) que si p,d > 0 et p > ¢, alors un
opérateur de symbole a € S} 5 peut étre étendu de L*(R™) dans L*(R™). De
méme, un opérateur de Op(S™), m # 0, peut étre étendu de maniére unique a
un opérateur de H*® dans H%~™.

Ce résultat est beaucoup plus complexe & démontrer si p = §. Une démonstration
est due & A. P. Calderén et R. Vaillancourt en 1972 [5]. Une démonstration plus
élémentaire a été donnée par I. L. Hwang en 1987. C’est en particulier ’étude
de cet article [6] qui a occupé une partie de mon stage. Cette démonstration



n’utilise en effet aucun théoréme avancé et n’utilise que des moyens élémentaires
comme les intégrations par partie, la transformée de Fourier et la formule de
Parseval.

En particulier, j’ai regardé dans quelle mesure cette démonstration peut étre
adaptée a des opérateurs plus généraux que les opérateurs pseudodifférentiels.

4 Norme L? d’un opérateur particulier

On s’intéresse & la norme L? d'un opérateur avec une phase légérement
différente : (z,y,&) = i(x — vy, &) + Aa(x,€) ot a(z,€) est dans SY et A est un
réel que 'on peut rendre aussi petit que ’on veut.

De sorte, I'opérateur peut s’écrire :

gz, Dyu(x) = / / @V B0 (0 Yu(y) dy de

Ce type de phase est utilisée en particulier en géophysique, en imagerie sismique.
En particulier, dans des schémas numériques utilisant la transformée de Fourier,
A représente le pas de discrétisation pour des schémas d’extrapolation d’ondes.
On se limitera au cas de la dimension 1 pour simplifier les calculs et par manque
de temps bien que I'on pense que la méthode puisse s’étendre au cas de dimen-
sions supérieures. On suppose de plus que g, 0,9, O:g et Jy¢g bornés en norme
infinie : on notera [|g|| un majorant. Ceci est en particulier vérifie si g € S 5 avec
0=0,p>0.Lecas d >0, 6 = p se déduit de ce cas dans la démonstration de
Hwang. On pourrait donc espérer en faire autant pour cette phase... De méme,
pour a, il faudra supposer d,¢a, 02a, aga et agaza majorés par un certain ||al|.
Ce qui est aussi le cas si a € 5’2,5 avec § = 0, p > 0. On fait aussi le choix de
prendre a imaginaire pur. Nous allons suivre la démonstration de Hwang avec
quelques modifications dues & la phase différente.

Remarque : dans toute la suite, on peut choisir u € C§°(R") et g € C§°(R?") :
comme on aura une majoration de la norme L? de g(x, D)u(z) en fonction de
celle de u, on pourra étendre le résultat & L? par densité. De sorte que toutes les
intégrales considérés sont convergentes. On aurait aussi pu ne considérer les in-
tégrales qu’au sens des intégrales oscillantes. Toutes les intégrales seraient alors
bien définies dans ce sens et les majorations resteraient valables.

On utilise la propriéteé :

1
1+ i(x —y) + Adea(z, §)

(14 8¢ )e#@v:d) = gie(@w.8),

On écrit alors l'intégration par partie :

i(w—y.€)+0a( ) = [ ¢levO)+aal@8) 9(@,8)
/6 g(x,ﬁ) d€ /6 (1 a§)1+i(x—y>+8§a($,f)

on obtient :

ot D) = (55 ) [ 0w, putr) e



oul b se calcule de la maniére suivante :

B g(z,§)
b(x,y,f) - (1_85)1+Z‘(x7y)+A85a(x,£)

9(,8) 9ey(z,§) 9(z,§)AdZa(z,§)

Lti(e —y) + Adea(w,§) 1+ i(zr —y) + Adea(z,&) * (1+i(x —y) + Adea(x,€))?
= MW+ +06)

Pour calculer la norme L? de cet opérateur, on va majorer pour un v dans
C§°(R™) expression :

/R o(z, DYu(z)v(@)ds = (217r>2n / / / / (@8N b OVu(y)o(N)dydedda

2n
_ <217r> ///ei(a:,§+>\)+Aa(w,E)e*i(yxf)b(x,yvg)u(y) o(\) dydédida

(@) = (;ﬁ)m / =N 5(0)dA

Notant 1(x, A, &) = (x| £+ \) —iAa(x, ), on réalise une intégration par partie
en x en utilisant I’identité :
1
144§+ A) + Adga(z, §)

et on obtient

i ; b(z,y,§)
i (z,A.8) — ih(z,A,6) _
/e b(z,y, &)dx /e (1 896)1 Y &Ca(x,f)dx'

Ou

(14 8,) @A) — gi(eA8)

Or
b(z,y,§)
(1=9)77 i€+ N + Adya(z, §)
_ b(z,y,§) B Dub(z,y,€) b(z,y,§) Adja(z,§)
L+i(§+A) +Adza(z,€)  1+i(E+N) +Ada(x,€)  [1+i(€+ \) + Adya(x, )]
= A+B+C

On se retrouve donc avec 9 termes, en utilisant la décomposition de b(z,y, &) :
On pose

o = f 1+i(£+/\)£rA5‘ma(:c,f) TR o0
ha(@ &) = / [1+i(§+)\)iA8wa(x,§)]2 TR Ta0) ax
le,€) = /1+i(m+y)1+A85a(x,§) e uly) dy

h@d) = / [1+i(x+y)—1|-A85a(x,§)]2 e uly) dy

blad) = / [1+i(w+y)—1|—A85a(x,§)]3 e uly) dy



Considérons le terme A (1) :

I, =

| 11]

IN

Pour A (2), on

I, =

&
A

Iy =

15|

IA

/ / / / Qi (@IEFN) +Aa(e ) g —ive
1+i(€+N) —|—A8 a(x, 5)

9(z,§)
=) + Adea(z,©) u(y) (N)dAdzdédy

//// (2,€) h(z,€) 1(z,€) du de

9]l oo ||h||L2(R><R) HZHLQ(RXR)

/ / / / (2l€+ )+ Aa (e €) —ive
L +i( f—l—)\ +A8 a(x, f)

559(55 £)
)—|—A8£a(z G u(y) O(A)dAdxdedy

/// Beg(s ) U, €) du de

Hasglloo Hh||L2 RxR) HlHL?(]RX]R)'

/ / / / 1 oi(ale+N)+Aa(.€) —ive
1+i4(§+ A) + Adga(z, §)

9(x,§) AdZa(x,)
[1+i(z —y) + Adea(x, )]

s [[][ o009 Fate.) hiw.€) ta.) da ae

Allgll, Hagauoo ||h||L2(RxJR) ||l2||L2(RxR)'

5 u(y) O(N)dAdxdidy

Pour le terme B (1), on a :

I, =

IN

|14

/ / / / (2|€+2) +Aa(.€) ,—ivE
14+i(E+N) +A8 a(x, f)

Oz9(, §)
~ )+ Adea(e. ©) u(y) v(N)dAdzdédy

////axgxs (2,6) U(x,€) da de,

10291l ||h||L2 (RxR) Hl||L2(RxR)

10



1 . .
Ly = i(x|E+N)+Aa(x,E) ,—iyE
: /XK/1+¢@4<M‘FA@ﬂ@%Qe ‘

9@, (i + Adpea(,)) d\dzded
[1+i(z — y) + Adea(z, €)]? o) “

_ ////afgzg (,€) o2, €) da de

19lloe (1 + All0zeall o) Nhll L2 @ury 2]l 2@

[y

IN

Pour le terme B(2), on a :

I = / / / / (i€ N +Ra(,€) ,—ive
1+i(E+N) —|—A8 a(z, §)
X

@59(97 3)

_ ////axggxg x h(z,&) x U(z,€) dv d¢

15| < [10zeglls X [1Pll2mxmy X NUlL2(xr)

I/ = z($‘£+/\)+Aa($7£) —zyﬁ
5 ////1+i(£+/\)+A8ax,§)e €

(
Oeg(,€)(i + Aduea(z,€)) r
Tt i —9) & Ddeale £ (y) (N dAdzdidy

_ /// Oeg(,€) h(x,€) lo(x,€) da dE

17l < 119l U+ All0zeall ) (1Al pz@xmr) N2llL2@xr)

Pour le terme B (3) on a :

I, — / / / / (2l€+X)+Aa(,€) iy
14+i(€+N) +A8 a(x, f)

(2 OAGale &) + 9(r OAD0lar)
1+ i(e - y) + Adea(, &)

—A/AU‘xgxf%awﬁ-%mwﬂ%adxﬁﬂh@é%%de%

(y) 6(\)dAdwdedy

sl < A (1029l 1020l . + N9l 1020al] ) 1Rl Lo ryry M2llzerxry
Iy = / / / / Qi€+ 0) + Aa(a.€) ,—ive

1+i(€+N) +A8 -a(z, §)

2 Adga i+ Ay
oo OARar©) (4 D0, ©) |
[1+i(z —y) + Adea(x, )]
= 2 A//// x, ) aga z,8) (i + Adyea(w,§))] h(z,€) l3(z, &) d dE

ol < 24 gl [|0Zall . 1+ Alucall o) 1Bl 2@y 3] L2@xr)

11



Pour le terme C (1), on a

L = / / / / LilEHN) +Aa(a.€) —ie
i€+ N) +A8 a(z, f)]

g(x §)A32 (z,¢)
1—|—z (x —y) + Adea(x,§)

= & [[[[ 9.9 Batw.€) a(w.€) 1w, i i

lglloo A HaiaHoo ||h2HL2(R><R) ”lHL?(RXR)

u(y) v(A)dAdzdédy

17|

IN

Pour le terme C (2) on obtient

I = / / / / —1 Li(ale+ N+ Aa(.) - ive
i(€ 4+ X) + Adya(z, €))?

85g(x,§)A8§ (‘7575) N
1+i(z — y) + Adea(z, §) uly) D(A)dAdrdsdy

- A /// Deg(@,€) D2a(w,€) ha(w,€) I(x,€) du dE

15| < Alldeglly, [|93a]l o kel 2@y N2 @

= t@le+N)+Aa(@,€) o —iyg
b //// L+i(€+N) +A8a(m £)2 ’
g(z,&)Ad%a(z, S)Aﬁga(x §)

[1+i(z —y) + Adea(z, £))?
= A2//// (z,8)02a(x, €) Oia(x, &) ha(x,§) la(x, &) da dE

| < A? ||9||oo||a£a||oo ||8§a||oo Hh2||L2(R><R) ||l2||L2(RxR)

5 u(y) o(N)dAdzdidy

11 reste donc & estimer les normes L? de h et 1,l5 et I3 en fonction des normes
L? de u et v. On va pour cela se ramener & la méthode de la démonstration
de Hwang par un changement de variable. Nous procédons & ’estimation de
[l L2 (R xr)- Celles pour I, Iy et I3 étant similaires.

On veut calculer la norme L?(R x R) de

1 ,
_ iGN T ()
hiw,€) / T1i(E+ N + Adya(z,€) © o(%) dA

On observe que

6”0)‘@(/\)
h(z,&)| = , d\
oz, &)l ‘/1+z(§+)\)+A8za(x,§)
On note a; = I'm(a) = —ia puisque a est imaginaire pur. On réalise le change-

ment de variable (z,&) — ¢(x,&) = (z,a) :
a=¢{— Adyai(w,§)
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On vérifie alors que pour A assez petit, c’est a dire |A| < m, ce changement

de variable est bien un difféomorphisme. En effet, c’est bien un difféomorphisme
local puisque la matrice de sa différentielle est

( 1 — Algeai(z,§) o )
0 1

de déterminant 1 — Adea;(x,€) non nul si A assez petit : |A] < Tomeal— gaH
D’autre part, on vérifie que c’est une bijection : x reste constant donc il sufﬁt
de vérifier que a z fixé a(x, &) est bijective en £. C’est donc vrai puisque c’est
une fonction réelle C*° & dérivée qui ne s’annule pas donc injective. C’est une
surjection puisque on a o’ = 1 — Adyea;(x,§) > 1 — A||0y¢al|, > Constante
par hypothése. Le changement de variable est donc licite et on peut écrire :

L / Iz, &) dede
B / ’h r,a + Adga;(¢ (x, a)|2

= drdo
1 — Abzeai(¢~(z, o))
B 1 e o(N) |
/x o |1 = Algea;(z, 071 ()| | Sy L+ i(la+ ) dA| drdg

Or on peut majorer =23
tion :

1 1 . .
ca@ T@)] PA ToATal On obtient alors la majora-

1
h < —— A
” ||L2(R><R) = 1-A ”aH ” H||L2(R><R)

71)‘1}(&

olt hy(z,e) = [ 1 1+z(a+)\)

Or, la norme L? de la fonctlon hp est estimée dans [6], en remarquant qu’il
s’agit d’un produit de convolution &

alpha fixé. On obtient ainsi une majoration ||hp || L2 myxr) < C V[ p2g) ot C est
un constante.

On obtient le méme type de résultat avec des constantes différentes pour [, ls...
Pour I;, on a alors le résultat :

1
L] < Cllglloo T Al vl 2y 1l L2 Ry

On obtient le méme type de résultats pour les autres termes I a Iy sauf qu’il
apparait pour certains des coefficients A et des normes sur g et sur a. Si on
garde la condition A |ja|| < 1, il ne reste donc que des constantes et des normes
en g. De sorte que 'on peut écrire :

/R 9(w, Dyu(z)v(x)

Par densité, on obtient pour u?(R) que g(z, D)u(x) est dans L?(R) avec sa
norme majorée par C'||g|| ;—xpay [ull 2(r)- De sorte que Popérateur g(z, D)

1
dz < C gl T—Ald] [0l L2y llull p2 gy  ws v € CG°

peut étre étendu de L?(R) dans L%(R) avec une norme d’opérateur majorée
par C ||g]| m avec C constante unverselle. D’autre part, si A est assez pe-

tit, on peut majorer cette expression par C'||g|| (1 + A ||al]).
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5 Conclusions

Durant cette recherche, on s’est limité & la dimension 1. Une étude en di-
mension supérieur nécessite une écriture laborieuse. Je pense cependant que
I’on peut obtenir le méme résultat pour toutes les dimensions, en controlant
I’aide de dérivées d’ordres supérieurs. Par contre, étendre le résultat a des p > 0
ne semble pas immédiat. Une extension importante consisterait a autoriser a &
étre non imaginaire pur. Ici, la méthode de changement de variable nécessite a
imaginaire pur.
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