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1 Introduction

Les opérateurs di�érentiels à coe�cients variables classiques sont de la forme :

p(x,Dx) =
∑
|α|≤m

a(x)∂αx

où x ∈ Rn, α = (α1, ..., αn) ∈ Nn avec |α| = α1 + ...+ αn et Dx = 1
i ∂x

L'action de cet opérateur correspond à multiplier la transformée de Fourier
d'une fonction de S ′ par le polynôme : p(x, ξ). Les opérateurs pseudodi�éren-
tiels généralisent ce procédé à des fonctions non nécessairement polynomiales.

2 Dé�nition et propriétés de base

Pour pouvoir dé�nir des opérateurs dont les propriétés prolongent celles des
opérateurs di�érentiels, on dé�nit des fonctions dont le comportement est proche
de celui des polynômes. On dé�nit ainsi la classe Sm des symboles d'ordre m.
Elle contient entre autres les polynômes de degré m.
Dé�nition : Soit m ∈ R. On note Sm = Sm(Rn×Rn) l'ensemble des fonctions
a ∈ C∞(Rn × Rn) telles que :

∀α,∀β,
∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β| , ∀x ∈ Rn,∀ξ ∈ Rn (1)

On note de plus S−∞ =
⋂
m∈R S

m.

ON notera que Sm contient aussi les fonctions homogènes de degré m pour
ξ grand.
On munit Sm d'une structure d'espace de Fréchet en le munissant des semi-
normes correspondant à la plus petite constante Cα,β admissible dans (1).

Propriétés :
Si a ∈ Sm, ∂αx ∂

β
ξ a(x, ξ) ∈ Sm−|β|

Si a ∈ Sm, b ∈ Sm′
, alors ab ∈ Sm+m′

Si a1, ..., ak ∈ S0 et F ∈ C∞(Ck), alors F (a1, ..., ak) ∈ S0.

2.1 Opérateurs pseudodi�érentiels dans S

On va dé�nir un opérateur comme la "multiplication" de la transformée de
Fourier d'une fonction de S par un élément de Sm

Proposition : Si a ∈ Sm et ϕ ∈ S , alors la formule :

a(x,D)ϕ(x) = (2π)−n
∫
ei〈x |ξ〉a(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ

dé�nit bien un opérateur de S dans S continu par rapport à a et à ϕ.

On dispose d'autres moyens de décrire les opérateurs pseudodi�érentiels,en
particulier à travers la description de leur noyau de Schwartz.
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2.2 Noyau de Schwartz

Pour un opérateur A de C∞
0 (Ω2) → D′(Ω1), on appelle noyau de A la dis-

tribution K(x, y) ∈ D ′(Ω1 × Ω2) telle que

〈Av, u〉 = 〈K,u⊗ v〉 ,∀ u ∈ C∞
0 (Ω1),∀ v ∈ C∞

0 (Ω2)

Pour un symbole a dans S−∞, on a une écriture simple du noyau de a(x,D) :

K(x, y) = (2π)−n
∫
ei〈x−y| ξ〉a(x, ξ)dξ

Ceci est parfaitement dé�ni si a appartient à S−∞ puisque l'intégrale est ab-
solument convergente, on a alors K ∈ C∞(Rn × Rn). On va pourtant pouvoir
dé�nir le noyau de a(x,D) par cette formule pour un a dans un Sm avec m
quelconque dans R. On aura pour cela besoin de la notion d'intégrale oscillante.
Ceci est en fait une généralisation des intégrales du type

∫
sin x
x .

2.3 Intégrales oscillantes

Notre but est de dé�nir
∫

RN eiϕ(θ)a(θ) dθ. On a besoin que ϕ soit réelle et
varie rapidement à l'in�ni et que a soit à croissance su�semment lente, notion
que l'on va préciser.

Dé�nition : Soit ρ ∈]−∞, 1],m ∈ R, on dé�nit

Amρ (RN ) =
{
a ∈ C∞(RN ) tq ∀ θ ∈ RN ,∀α ∈ NN |∂αa(θ)| ≤ Cα(1 + |θ|)m−ρ|α|

}
On note d'autre part A+∞

ρ =
⋃
mA

m
ρ

On munit ces espaces des semi-normes naturelles :

Nm
ρ,k(a) = sup

|α|≤k, θ∈RN

(1 + |θ|)−m+ρ|α| |∂αa(θ)|

On remarque que l'intégrale Iϕ(a)

∫
RN eiϕ(θ)a(θ) dθ est bien dé�nie pour a ∈ Amρ ,

m < −N .

Théorème : Si dθϕ 6= 0 pour θ 6= 0, et ϕ réelle, homogène de degré µ, µ > 1−ρ,
alors l'intégrale Iϕ(a) peut être prolongée à des symboles dans Amρ (RN ) avec m
quelconques. Ce prolongement est unique par densité de S =

⋂
mA

m
ρ dans cha-

cun des Amρ .

Démonstration (ou idée de) : On pose a ∈ S . On obtient des majora-
tions qui vont nous permettre d'étendre la dé�nition pour m quelconque. On
utilise une partition dyadique de l'unité dans RN :

1 = χ0(θ) +
∞∑
p=0

χ(2−pθ) χ0 , χ ∈ C∞
0 (RN )

On montre facilement que l'on peut obtenir une telle partition avec un χ de
support la couronne {θ; |θ| ∈ [1/2, 2]} et un χ0 de support la boule centrée en 0
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de rayon 2.

Iϕ(a) =
∫

RN

eiϕ(θ)χ0(θ)a(θ) +
∞∑
p=0

eiϕ(θ)χ(2−pθ) a(θ) dθ

Le changement de variable θ 7→ 2pθ nous amène à sommer :

Ip = 2Np
∫

ei2
pµϕ(θ)︸ ︷︷ ︸

par homogénéité

χ(θ)a(2pθ) dθ p ∈ N

Pour majorer ces termes, on utilise un lemme, dit de la "phase non stationnaire" :

Lemme : Soit K un compact de RN , ϕ ∈ C∞(RN ), réelle telle que |ϕ(θ)| ≥
c0 > 0 sur K, Alors, ∀a ∈ C∞

0 (K), ∀k ∈ N, on a

∀λ ≥ 1 : λk
∣∣∣∣∫ eiλϕ(θ) a(θ) dθ

∣∣∣∣ ≤ Ck+1(ϕ) C(c0,K) sup
α≤k

|∂αa|

où Ck+1(ϕ) reste bornée lorsque ϕ reste bornée dans Ck+1(K).
Pour démontrer ce lemme, on va faire l'équivalent d'une intégration par partie :
l'opérateur L = −i |ϕ′|−2 ∑N

j=1
∂ϕ
∂θj

∂
∂θj

véri�e L(eiλϕ) = λeiλϕ et on obtient :

∣∣∣∣λk ∫
eiλϕ a dθ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ eiλϕ(tL)k(a) dθ

∣∣∣∣
≤ |K| sup

K

∣∣(tL)ka
∣∣

On véri�e facilement que
∣∣(tL)ka

∣∣ ≤ Ck+1(ϕ) supK,α≤k |∂αa|.

On retourne à la preuve du théorème, en utilisant le lemme avec λ = 2pµ,
on obtient la majoration :

|Ip| =
∣∣∣∣2Np ∫

ei2
pµϕ(θ)χ(θ) a(2pθ) dθ

∣∣∣∣
≤ Ck+1 2Np2−pµk sup

|α|≤k, 1/2≤|θ|≤2

2p|α| |∂αa(2pθ)|︸ ︷︷ ︸
≤Nm

ρ,k(a)(1+2p|θ|)m−ρ|α|

≤ Ck+1 2p(N−µk+m+(1−ρ)k)Nm
ρ,k(a)

Ensuite, si on choisit k su�samment grand (c'est à dire si on dérive a su�sam-
ment), on peut obtenir N +m−k(µ−1+ρ) < 0 (car µ > 1−ρ , c'est à dire que
"ϕ oscille plus vite que a"). La série des Ij est alors convergente est on obtient
la majoration Iϕ(a) ≤ CNm

ρ,k(a), qui permet d'étendre l'intégrale à tout a de
Amρ par densité.

Remarque : on peut alors facilement voir que

Iϕ(a) = lim
ε→0+

∫
eiϕ(θ)a(θ)χ(εθ) dθ
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avec χ ∈ S telle que χ(0) = 1 (car on a alors a(θ)χ(εθ) ε→0+

−→ Am′
ρ
a(θ) pour tout

m′ > m).
Cette dé�nition permet de montrer que la majorité des propriétés qui sont vraies
pour des intégrales classiques le sont aussi pour les intégrales oscillantes : théo-
rème de Fubini, intégration par partie, changements de variable homogène, ré-
gularité par rapport à un paramètre et dérivation sous le signe intégrale.

Cette dé�nition de l'intégrale oscillante ne permet de dé�nir le noyau de
Schwartz d'un opérateur pseudodi�érentiel que pour x 6= y. On peut aussi dé-
�nir une notion d'intégrale oscillante plus générale où la phase ϕ dépend aussi
d'un paramètre x : Iϕ(a)(x) =

∫
eiϕ(x,θ)a(x, θ)d θ. Sous certaines conditions

sur ϕ et sur a, on obtient alors que Iϕ(a) ∈ D ′(Ω). C'est cette notion qui per-
met d'écrire le noyau de Schwartz sous sa forme intégrale pour tout opérateur
pseudodi�érentiel.

K(x, y) = (2π)−n
∫
ei〈x−y| ξ〉a(x, ξ)dξ

2.4 Sommes asymptotiques

Une série de Taylor constitue une approximation locale d'une fonction. Dans
Sm, c'est le comportement à l'in�ni en ξ qui est important puisque c'est en fait
le degré de croissance à l'in�ni en ξ qui détermine le degré de régularité de
l'opérateur. La connaissance de symbole dans une classe modulo S−∞ est par-
fois su�sante pour l'étude des propriétés de l'opérateur. Dans ce cadre, on peut
être amené à dé�nir le symbole par une série asymptotique.

Soit aj ∈ Smj pour une suite décroissante mj → −∞. On veut donner un
sens à la série

∑
aj , même si la suite diverge. On peut le faire modulo un élément

de S−∞ : on écrira que
a ∼

∑
aj

si

∀k ≥ 0, a −
k∑
j=0

aj ∈ Smk+1

Théorème : Il existe a ∈ Sm0 tel que a ∼
∑
aj . Celui-ci est unique modulo

S−∞

Idée de la démonstration : Si la série des aj était convergente, il n'y aurait
pas de problème. Pour forcer la convergence, on tronque en multipliant par une
fonction de cut-o� (1− χ(εjξ)) : on garde en fait le comportement à l'in�ni en
ne retirant qu'une fonction à décroissance très rapide. Alors, si εj tend vers 0
assez vite, on a les estimations souhaitées pour une série localement �nie.

5



2.5 Adjoint d'un opérateur pseudodi�érentiel

La représentation du noyau par intégrale oscillante permet de dé�nir aisé-
ment l'adjoint d'un opérateur pseudodi�érentiel. On peut montrer que pour un
symbole a de S−∞, l'opérateur adjoint de a(x,D) est aussi un opérateur pseu-
dodi�érentiel dont le symble s'écrit sous la forme :

a∗(x, ξ) = (2π)−n
∫
e−iy.ηa(x− y, ξ − η) dy dη

La notion d'intégrale oscillante permet alors d'étendre cette formule à un sym-
bole de Sm. On prouve alors que a∗(x, ξ) appartient à Sm. Cette propriété
permet alors de dé�nir simplement un opérateur pseudodi�érentiel de S′ dans
S′.
On montre aussi que a∗ admet un développement asymptotique :

a∗(x, ξ) ∼
∑
α

1
α!
∂αξ Dα

xa(x, ξ)

On pourra remarquer que ces deux écritures sont intuitivement liées par l'écri-
ture a∗(x, ξ) = eiDx.Dξa(x, ξ).

2.6 Composition d'opérateurs pseudodi�érentiels

Si on considère a1, a2 ∈ S−∞, on obtient que la composition d'opérateurs
pseudodi�érentiels associés est un opérateur pseudodi�érentiel de symbole :

a1#a2 = (x, ξ) = (2π)−n
∫
e−i(x−y).(ξ−η)a1(x, η)a2(y, ξ) dy dξ

De nouveau, la notion d'intégrale oscillante permet alors d'étendre cette formule
à des symboles dans Sm1 et Sm2 , m1 et m2 quelconques. On prouve alors que la
composée de deux opérateurs d'ordres m1 et m2 est un opérateur pseudodi�é-
rentiel d'ordre m = m1 +m2. On montre aussi que a1#a2 a un développement
asymptotique :

a1#a2(x, ξ) ∼
∑
α

1
α!
∂αξ a1 D

α
xa2.

De manière formelle, on écrit a1#a2(x, ξ) = eiDy.Dηa1(x, η)a2(y, ξ)
∣∣
η=ξ,y=x

3 Applications

3.1 Paramétrice d'un opérateur elliptique

Si a ∈ Sm est telle qu'il existe c > 0 et C tels que |a(x, ξ)| ≥ c |ξ|m pour
|ξ| ≥ C, on dit que a est elliptique.

Théorème Si a est elliptique, alors, il existe b ∈ S−m tel que a(x,D)b(x,D)−
Id ∈ Op(S−∞).
Cette inversion n'est donc qu'une inversion modulo S−∞. Mais ce résultat est
tout de même satisfaisant si on s'intéresse à la propagation des singularités. Or,
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un élément de Op(S−∞) a un e�et régularisant.

Démonstration : Pour |ξ| ≥ C, on a |a(x, ξ)| ≥ c |ξ|m, donc |a(x, ξ)| × (1 +
|ξ|2)−m/2 ≥ C ′′ où C ′′ est une autre constante . D'autre part, on a a(x, ξ) × (1+
|ξ|2)−m/2 ∈ S0.
On pose b0 = (1 + |ξ|2)−m/2 F (a × (1 + |ξ|2)−m/2) où F ∈ C∞(C), F (z) = 1

z
pour |z| ≥ C ′′.
On a alors b0 ∈ S−m et ab0 = 1 + χ(x, ξ) avec χ(x, ξ) = 0 pour |ξ| ≥ C. Donc
χ ∈ S−∞
Au sens de la composition, on a alors : a(x,D)b0(x,D) = id − r(x,D) avec
r ∈ S−1 (c'est le terme d'ordre -1 du développement asymptotique de a#b0)
On pose alors bk(x,D) = b(x,D)#r(x,D)k ∈ Op(S−m−k)
On véri�e alors que b ∼

∑
bk convient :

AB = A(B −
∑
j<k

Bj) +A
∑
j<k

Bj

= A(B −
∑
j<k

Bj) +AB
∑
j<k

Rj

Or (B−
∑
j<k Bj) ∈ Op(S−m−k) par dé�nition du développement asymptotique

de B
De plus, AB

∑
j<k R

j = (id−R)
∑
j<k R

j =
∑
j<k R

j−
∑
j<k R

(j+1) = id−Rk
Donc

AB = id−Rk +Op(S−k)
= id+Op(S−k)

Ce qui est vrai pour k quelconque, donc AB = id+Op(S−∞).

Remarque : on peut aussi dé�nir des classes d'opérateurs Smρ,δ qui véri�ent :

∀α, ∀β,
∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−ρ|β|+δ|α|

Tous les résultats précédents s'appliquent alors de la même façon avec ρ, δ > 0
et ρ > δ.

3.2 Norme L2 d'un opérateur pseudodi�érentiel

On peut montrer de façon élémentaire en utilisant les résultats précédents
(les sommes asymptotiques en particulier) que si ρ, δ > 0 et ρ > δ, alors un
opérateur de symbole a ∈ S0

ρ,δ peut être étendu de L2(Rn) dans L2(Rn). De
même, un opérateur de Op(Sm), m 6= 0, peut être étendu de manière unique à
un opérateur de Hs dans Hs−m.
Ce résultat est beaucoup plus complexe à démontrer si ρ = δ. Une démonstration
est due à A. P. Calderón et R. Vaillancourt en 1972 [5]. Une démonstration plus
élémentaire a été donnée par I. L. Hwang en 1987. C'est en particulier l'étude
de cet article [6] qui a occupé une partie de mon stage. Cette démonstration
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n'utilise en e�et aucun théorème avancé et n'utilise que des moyens élémentaires
comme les intégrations par partie, la transformée de Fourier et la formule de
Parseval.
En particulier, j'ai regardé dans quelle mesure cette démonstration peut être
adaptée à des opérateurs plus généraux que les opérateurs pseudodi�érentiels.

4 Norme L2 d'un opérateur particulier

On s'intéresse à la norme L2 d'un opérateur avec une phase légèrement
di�érente : ϕ(x, y, ξ) = i(x− y, ξ) + ∆a(x, ξ) où a(x, ξ) est dans S0 et ∆ est un
réel que l'on peut rendre aussi petit que l'on veut.
De sorte, l'opérateur peut s'écrire :

g(x,D)u(x) =
∫∫

ei(x−y,ξ)+∆a(x,ξ)g(x, ξ)u(y) dy dξ

Ce type de phase est utilisée en particulier en géophysique, en imagerie sismique.
En particulier, dans des schémas numériques utilisant la transformée de Fourier,
∆ représente le pas de discrétisation pour des schémas d'extrapolation d'ondes.
On se limitera au cas de la dimension 1 pour simpli�er les calculs et par manque
de temps bien que l'on pense que la méthode puisse s'étendre au cas de dimen-
sions supérieures. On suppose de plus que g, ∂xg, ∂ξg et ∂xξg bornés en norme
in�nie : on notera ‖g‖ un majorant. Ceci est en particulier véri�é si g ∈ S0

ρ,δ avec
δ = 0, ρ ≥ 0. Le cas δ > 0, δ = ρ se déduit de ce cas dans la démonstration de
Hwang. On pourrait donc espérer en faire autant pour cette phase... De même,
pour a, il faudra supposer ∂xξa, ∂2

xa, ∂
2
ξa et ∂2

ξ∂xa majorés par un certain ‖a‖.
Ce qui est aussi le cas si a ∈ S0

ρ,δ avec δ = 0, ρ ≥ 0. On fait aussi le choix de
prendre a imaginaire pur. Nous allons suivre la démonstration de Hwang avec
quelques modi�cations dues à la phase di�érente.
Remarque : dans toute la suite, on peut choisir u ∈ C∞

0 (Rn) et g ∈ C∞
0 (R2n) :

comme on aura une majoration de la norme L2 de g(x,D)u(x) en fonction de
celle de u, on pourra étendre le résultat à L2 par densité. De sorte que toutes les
intégrales considérés sont convergentes. On aurait aussi pu ne considérer les in-
tégrales qu'au sens des intégrales oscillantes. Toutes les intégrales seraient alors
bien dé�nies dans ce sens et les majorations resteraient valables.

On utilise la propriété :

1
1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)

(1 + ∂ξ)eiϕ(x,y,ξ) = eiϕ(x,y,ξ).

On écrit alors l'intégration par partie :∫
ei(x−y,ξ)+∆a(x,ξ)g(x, ξ) dξ =

∫
ei(x−y,ξ)+∆a(x,ξ) (1−∂ξ)

g(x, ξ)
1 + i(x− y) + ∂ξa(x, ξ)

dξ

on obtient :

g(x,D)u(x) =
(

1
2π

)n ∫∫
eiϕ(x,y,ξ)b(x, y, ξ)u(y)dydξ
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où b se calcule de la manière suivante :

b(x, y, ξ) = (1− ∂ξ)
g(x, ξ)

1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)

=
g(x, ξ)

1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)
− ∂ξg(x, ξ)

1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)
+

g(x, ξ)∆∂2
ξa(x, ξ)

(1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ))2

= (1) + (2) + (3)

Pour calculer la norme L2 de cet opérateur, on va majorer pour un v dans
C∞

0 (Rn) l'expression :∫
R
g(x,D)u(x)v(x)dx =

(
1
2π

)2n ∫∫∫∫
eiϕ(x,y,ξ)ei(x,λ)b(x, y, ξ)u(y)v̂(λ)dydξdλdx

=
(

1
2π

)2n ∫ ∫ ∫ ∫
ei(x,ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−i(y,ξ)b(x, y, ξ)u(y) v̂(λ) dydξdλdx

Où

v(x) =
(

1
2π

)2n ∫
ei(x,λ)v̂(λ)dλ

Notant ψ(x, λ, ξ) = (x| ξ + λ)− i∆a(x, ξ), on réalise une intégration par partie
en x en utilisant l'identité :

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

(1 + ∂x)eiψ(x,λ,ξ) = eiψ(x,λ,ξ)

et on obtient∫
eiψ(x,λ,ξ)b(x, y, ξ)dx =

∫
eiψ(x,λ,ξ) (1− ∂x)

b(x, y, ξ)
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

dx.

Or

(1− ∂x)
b(x, y, ξ)

1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

=
b(x, y, ξ)

1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)
− ∂xb(x, y, ξ)

1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)
+

b(x, y, ξ) ∆∂2
xa(x, ξ)

[1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)]
2

= A+B + C

On se retrouve donc avec 9 termes, en utilisant la décomposition de b(x, y, ξ) :
On pose

h(x, ξ) =
∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)v̂(λ) dλ

h2(x, ξ) =
∫

1
[1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)]

2 ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)v̂(λ) dλ

l(x, ξ) =
∫

1
1 + i(x+ y) + ∆∂ξa(x, ξ)

e−iyξ u(y) dy

l2(x, ξ) =
∫

1
[1 + i(x+ y) + ∆∂ξa(x, ξ)]

2 e−iyξ u(y) dy

l3(x, ξ) =
∫

1
[1 + i(x+ y) + ∆∂ξa(x, ξ)]

3 e−iyξ u(y) dy
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Considérons le terme A (1) :

I1 =
∫∫∫∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× g(x, ξ)
1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)

u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

=
∫∫∫∫

g(x, ξ) h(x, ξ) l(x, ξ) dx dξ ,

|I1| ≤ ‖g‖∞ ‖h‖L2(R×R) ‖l‖L2(R×R)

Pour A (2), on a

I2 =
∫∫∫∫

−1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× ∂ξg(x, ξ)
1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)

u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= −
∫∫∫∫

∂ξg(x, ξ) h(x, ξ) l(x, ξ) dx dξ ,

|I2| ≤ ‖∂ξg‖∞ ‖h‖L2(R×R) ‖l‖L2(R×R) .

A (3)

I3 =
∫∫∫∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

×
g(x, ξ) ∆∂2

ξa(x, ξ)

[1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)]
2 u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= ∆
∫∫∫∫

g(x, ξ) ∂2
ξa(x, ξ) h(x, ξ) l2(x, ξ) dx dξ,

|I3| ≤ ∆ ‖g‖∞
∥∥∂2

ξa
∥∥
∞ ‖h‖L2(R×R) ‖l2‖L2(R×R) .

Pour le terme B (1), on a :

I4 =
∫∫∫∫

−1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× ∂xg(x, ξ)
1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)

u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= −
∫∫∫∫

∂xg(x, ξ) h(x, ξ) l(x, ξ) dx dξ,

|I4| ≤ ‖∂xg‖∞ ‖h‖L2(R×R) ‖l‖L2(R×R) .
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I4′ =
∫∫∫∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× g(x, ξ)(i+ ∆∂xξa(x, ξ))
[1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)]

2 u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

=
∫ ∫ ∫ ∫

∂ξg(x, ξ) h(x, ξ) l2(x, ξ) dx dξ

|I4′ | ≤ ‖g‖∞ (1 + ∆ ‖∂xξa‖∞) ‖h‖L2(R×R) ‖l2‖L2(R×R)

Pour le terme B(2), on a :

I5 =
∫∫∫∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× ∂xξg(x, ξ)
1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)

u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

=
∫∫∫∫

∂xξg(x, ξ) × h(x, ξ) × l(x, ξ) dx dξ

|I5| ≤ ‖∂xξg‖∞ × ‖h‖L2(R×R) × ‖l‖L2(R×R)

I5′ =
∫∫∫∫

−1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× ∂ξg(x, ξ)(i+ ∆∂xξa(x, ξ))
[1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)]

2 u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= −
∫∫∫∫

∂ξg(x, ξ) h(x, ξ) l2(x, ξ) dx dξ

|I7| ≤ ‖∂ξg‖∞ (1 + ∆ ‖∂xξa‖∞) ‖h‖L2(R×R) ‖l2‖L2(R×R)

Pour le terme B (3) on a :

I6 =
∫∫∫∫

−1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

×
∂xg(x, ξ)∆∂2

ξa(x, ξ) + g(x, ξ)∆∂2
ξ∂xa(x, ξ)

[1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)]
2 u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= −∆
∫∫∫∫ [

∂xg(x, ξ)∂2
ξa(x, ξ) + g(x, ξ)∂2

ξ∂xa(x, ξ))
]
h(x, ξ l(x, ξ) dx dξ

|I6| ≤ ∆ (‖∂xg‖∞
∥∥∂2

ξa
∥∥
∞ + ‖g‖∞

∥∥∂2
ξ∂xa

∥∥
∞) ‖h‖L2(R×R) ‖l2‖L2(R×R)

I6′ =
∫∫∫∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

×
2 g(x, ξ)∆∂2

ξa(x, ξ) (i+ ∆∂xξa(x, ξ))

[1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)]
3 u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= 2 ∆
∫∫∫∫ [

g(x, ξ)∂2
ξa(x, ξ) (i+ ∆∂xξa(x, ξ))

]
h(x, ξ) l3(x, ξ) dx dξ

|I6′ | ≤ 2 ∆ ‖g‖∞
∥∥∂2

ξa
∥∥
∞ (1 + ∆ ‖∂xξa‖∞) ‖h‖L2(R×R) ‖l3‖L2(R×R)
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Pour le terme C (1), on a

I7 =
∫∫∫∫

1
[1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)]

2 e
i(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× g(x, ξ)∆∂2
xa(x, ξ)

1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)
u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= ∆
∫∫∫∫

g(x, ξ) ∂2
xa(x, ξ) h2(x, ξ) l(x, ξ) dx dξ

|I7| ≤ ‖g‖∞ ∆
∥∥∂2

xa
∥∥
∞ ‖h2‖L2(R×R) ‖l‖L2(R×R)

Pour le terme C (2) on obtient

I8 =
∫∫∫∫

−1
[1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)]

2 e
i(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

× ∂ξg(x, ξ)∆∂2
xa(x, ξ)

1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)
u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= −∆
∫∫∫∫

∂ξg(x, ξ) ∂2
xa(x, ξ) h2(x, ξ) l(x, ξ) dx dξ

|I8| ≤ ∆ ‖∂ξg‖∞
∥∥∂2

xa
∥∥
∞ ‖h2‖L2(R×R) ‖l‖L2(R×R)

C (3)

I9 =
∫∫∫∫

1
[1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)]

2 e
i(x|ξ+λ)+∆a(x,ξ)e−iyξ

×
g(x, ξ)∆∂2

xa(x, ξ)∆∂
2
ξa(x, ξ)

[1 + i(x− y) + ∆∂ξa(x, ξ)]
2 u(y) v̂(λ)dλdxdξdy

= ∆2

∫∫∫∫
g(x, ξ)∂2

xa(x, ξ) ∂
2
ξa(x, ξ) h2(x, ξ) l2(x, ξ) dx dξ

|I9| ≤ ∆2 ‖g‖∞
∥∥∂2

ξa
∥∥
∞

∥∥∂2
xa

∥∥
∞ ‖h2‖L2(R×R) ‖l2‖L2(R×R)

Il reste donc à estimer les normes L2 de h et l,l2 et l3 en fonction des normes
L2 de u et v. On va pour cela se ramener à la méthode de la démonstration
de Hwang par un changement de variable. Nous procédons à l'estimation de
‖h‖L2(R×R). Celles pour l, l2 et l3 étant similaires.

On veut calculer la norme L2(R× R) de

h(x, ξ) =
∫

1
1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)

ei(x,ξ+λ)+∆a(x,ξ)v̂(λ) dλ

On observe que

|h(x, ξ)| =
∣∣∣∣∫ eixλv̂(λ)

1 + i(ξ + λ) + ∆∂xa(x, ξ)
dλ

∣∣∣∣
On note ai = Im(a) = −ia puisque a est imaginaire pur. On réalise le change-
ment de variable (x, ξ) → φ(x, ξ) = (x, α) :

α = ξ −∆∂xai(x, ξ)
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On véri�e alors que pour ∆ assez petit, c'est à dire |∆| < 1
‖∂xξa‖∞

, ce changement

de variable est bien un di�éomorphisme. En e�et, c'est bien un di�éomorphisme
local puisque la matrice de sa di�érentielle est(

1−∆∂xξai(x, ξ) •
0 1

)
de déterminant 1 − ∆∂xξai(x, ξ) non nul si ∆ assez petit : |∆| < 1

‖∂xξa‖∞
.

D'autre part, on véri�e que c'est une bijection : x reste constant donc il su�t
de véri�er que à x �xé α(x, ξ) est bijective en ξ. C'est donc vrai puisque c'est
une fonction réelle C∞ à dérivée qui ne s'annule pas donc injective. C'est une
surjection puisque on a α′ = 1 − ∆∂xξai(x, ξ) > 1 − ∆ ‖∂xξa‖∞ > Constante
par hypothèse. Le changement de variable est donc licite et on peut écrire :

‖h‖L2(R×R) =
∫
x

∫
ξ

|h(x, ξ)|2 dxdξ

=
∫
x

∫
α

∣∣h(x, α+ ∆∂xai(φ−1(x, α)
∣∣2

|1−∆∂xξai(φ−1(x, α))|
dxdα

=
∫
x

∫
α

1
|1−∆∂xξai(x, φ−1(α))|

∣∣∣∣∫
λ

eixλv̂(λ)
1 + i(α+ λ)

dλ

∣∣∣∣2 dxdξ
Or on peut majorer 1

|1−∆∂xξa(x,φ−1(α))| par
1

1−∆‖a‖ . On obtient alors la majora-
tion :

‖h‖L2(R×R) ≤ 1
1−∆ ‖a‖

‖hH‖L2(R×R)

où hH(x, α) =
∫ eixλv̂(α)

1+i(α+λ)dλ.

Or, la norme L2 de la fonction hH est estimée dans [6], en remarquant qu'il
s'agit d'un produit de convolution à
alpha �xé. On obtient ainsi une majoration ‖hH‖L2(R×R) ≤ C ‖v‖L2(R) où C est
un constante.
On obtient le même type de résultat avec des constantes di�érentes pour l, l2...
Pour I1, on a alors le résultat :

|I1| ≤ C ‖g‖∞
1

1−∆ ‖a‖
‖v‖L2(R) ‖u‖L2(R)

On obtient le même type de résultats pour les autres termes I2 à I9 sauf qu'il
apparaît pour certains des coe�cients ∆ et des normes sur g et sur a. Si on
garde la condition ∆ ‖a‖ ≤ 1, il ne reste donc que des constantes et des normes
en g. De sorte que l'on peut écrire :∥∥∥∥∫

R
g(x,D)u(x)v(x)

∥∥∥∥ dx ≤ C ‖g‖ 1
1−∆ ‖a‖

‖v‖L2(R) ‖u‖L2(R) , u, v ∈ C
∞
0

Par densité, on obtient pour u2(R) que g(x,D)u(x) est dans L2(R) avec sa
norme majorée par C ‖g‖ 1

1−∆‖a‖ ‖u‖L2(R). De sorte que l'opérateur g(x,D)
peut être étendu de L2(R) dans L2(R) avec une norme d'opérateur majorée
par C ‖g‖ 1

1−∆‖a‖ avec C constante unverselle. D'autre part, si ∆ est assez pe-
tit, on peut majorer cette expression par C ′ ‖g‖ (1 + ∆ ‖a‖).
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5 Conclusions

Durant cette recherche, on s'est limité à la dimension 1. Une étude en di-
mension supérieur nécessite une écriture laborieuse. Je pense cependant que
l'on peut obtenir le même résultat pour toutes les dimensions, en contrôlant à
l'aide de dérivées d'ordres supérieurs. Par contre, étendre le résultat à des ρ > 0
ne semble pas immédiat. Une extension importante consisterait à autoriser a à
être non imaginaire pur. Ici, la méthode de changement de variable nécessite a
imaginaire pur.
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