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1 Introduction

Le but de ce rapport est I’étude de la controlabilité de I’équation de Schrédin-
ger non linéaire (NLS) sur une surface compacte. Plus précisément, on s’intéresse
au systeme

{ i0w + Aw — P'(|w|*)w 0 sur ]0, +oo[xM (1)
w(0) = wye€ HY(M)

Ici, M est une variété riemannienne compacte de dimension 2, sans bord, A
est I'opérateur de Laplace-Beltrami sur M et P est une fonction polynéme &
coefficients réels, vérifiant P(0) = 0 et ’hypothése défocalisante
P'(r) — 4o
r—+00
Le travail de N.Burq, P.Gérard et N.Tzvetkov [1] a montré que pour toute donnée
initiale wy € H!(M), le systéme (1) admet une unique solution u(t,z) dans

I'espace C([0,+oo[, HY(M)). Cela se base sur des inégalités de type Strichartz
avec perte de dérivées

lle"®woll Lo (0,77, La(ar)) < Cllwoll /e ar)
ou (p, q) est un couple admissible, c’est a dire

2 d d

—+-=—avecp>2, g<-+o0

poq 2

On les prouve par des estimations semi-classiques sur des solutions approchées
construites par la méthode BKW.

Le probléme du contréle consiste a rajouter un terme g a I’équation 1. Ce qui
correspond physiquement & une action extérieure d’un opérateur sur le systéme,
a l'ajout d’une "force". On se demande donc si ce terme permet de détermi-
ner exactement la position du systéme en un temps T, c’est a dire d’imposer
uw(T,.) = vy ol vy est déterminée a I’avance. L’enjeu est alors de trouver quelles
conditions sur le support en espace w C M de g et sur le temps T permettent
d’avoir un tel controle.

Le premier résultat positif pour NLS sur une surface compacte a été donné
par B. Dehman, P. Gérard, et G. Lebeau [2]. Il y apparait alors deux conditions
sur l'ouvert de contrdle w. (notées (A) et (B) par la suite).

La premiére, dite condition de controle géométrique :

(A) Tl existe Ty > 0 tel que toute géodésique de M, se déplagant a la vitesse 1
et démarrant au temps t = 0 passe dans w en un temps t < Ty

La deuxiéme condition sera une condition de prolongement unique dans H* (M) :
(B) Pour tout 7' > 0, la seule solution dans C'(]0,T[, H*(M)) du systéme

iOu+Au+ fru+ fou 0 @)
u = 0sur]0,T[xw



avec f1(t,z) et fao(t,x) € L*(]0,T[,L>) N L*(]0,T[, H') est la solution u = 0.

On se propose dans ce rapport de donner une preuve alternative de celle de

[2].

Dans cet article, la stratégie globale consiste & prouver d’abord un théoréme
de stabilisation pour Schrodinger non linéaire. Plus précisément, on prouve que
si a est une fonction réelle ne s’annulant pas sur un ouvert w qui vérifie les
conditions (A) et (B) alors, pour tout Rg > 0, il existe C' > 0 et v > 0 tels que
la solution du systéme

0 sur]0,T[xM
up(x) € HY(M)

{ i0yu + Au — a(z)(1 — A)~ta(z)0pu — P'(Jul*)u
u(z,0)

vérifie

[u®)lm < Ce™|lugll >0
pour tout ug vérifiant ||ug|| g1 < Ro. Ce type de controle donne donc une décrois-
sance exponentielle qui permet de s’approcher de facon arbitrairement proche
de 0.
Ensuite, on prouve que si on est suffisamment proche de 0, on peut linéariser le
probléme et utiliser des résultats de controle linéaire. Ce qui donne finalement
le théoréme suivant

Théoréme 1 Supposons que w vérifie les hypothéses (A) et (B). Alors, pour
tout Ry > 0, il existe un T > 0 tel que pour tout ug et vog € HY(M) vérifiant

luollmr(ary < Ro et [voll o ary < Ro

on ait un controle g € L' ([0, T, H'(M)) a support dans [0, T]xw tel que l'unique
solution du systéme

{i@tu+AuP’(|u|2)u = g
u(:c,O) = UO(x)

00 =g si0<t<Tet0sit>T, satisfasse u(T,.) = vg.

Par réversibilité du temps, cela équivaut a la controlabilité vers 0.

La stratégie alternative que l'on se propose de développer consiste & linéari-
ser le probléme méme lorsque wq est grand. Seulement, contrairement au cas o
on est proche de 0, la linéarisation ne peut se faire autour d’une constante, mais
il apparait alors de fagcon naturelle que ce controle peut se faire si on reste proche
d’une trajectoire de Schrodinger non linéaire sans terme source. On prouve un
théoréme de controle prés d’une trajectoire :

Théoréme 2 Supposons w solution de (1).
Sous les hypothéses (A) et (B), il existe e(T',w, |wol g1 ar)) tel que pour tout



ug € HY(M) tel que ||ug — woll ;2 < €, alors il existe g € L'([0,T), H (M)) a
support dans [0,T] X w tel que 'unique solution u dans C([0,T], H*(M)) de

i0u+ Au—P'(ju )u = ¢
{ u(z,0) = wup(x) (3)

vérifie u(T) = w(T).
De plus, on peut choisir g tel que l’on ait une estimation

gl o), 5 () < C(T, w, ||w0||H1(M))

Ensuite, en faisant des controles successifs prés des trajectoires de NLS, en choi-
sissant le point d’arrivée de sorte que I’énergie diminue, on prouve la controla-
bilité vers 0 et donc le théoréme 1.

La preuve de la controlabilité pres d’une trajectoire utilise un argument de point
fixe basée sur le controle du systéme linéarisé.

On est donc amené & prouver un théoréme de controle pour le systéme
Wu+Au+ fru+ fou=0

ot fi(t,z) et fo(t,x) € L2(]0,T[, L>=) N L2(J0,T[, H').

La démarche de la preuve reste alors proche de celle de [2] ou la controlabilité
est prouvée dans le cas de ’équation de Schrodinger libre. Par un argument
de dualité, la controlabilité dans H! est ramenée & une inégalité d’observabilité
pour ’équation duale dans H !,

Pour prouver cette derniére, un raisonnement par I’absurde nous ameéne a prou-
ver la convergence vers 0 dans L>([0,T], H *(M)) de suites (u,) faiblement
convergentes satisfaisant a

u, — 0dans L([0,T], H'(w))

On doit donc prouver une propagation de la "convergence forte", ce que I'on
fait dans la section 3.1 a I’aide de mesures de défaut microlocal dont on prouve
qu’elles propagent 'information le long des géodésiques.

Ensuite, on a besoin d’un argument d’unicité dans H~!. Or, la propriété (B)
n’est valable que dans H', ce qui nous incite & prouver dans la section 3.2 la
propagation de la régularité pour I’équation linéarisée et pour un w satisfaisant
a la propriété (A).

Cependant, la principale difficulté dans ’adaptation de ce schéma de preuve
résidait dans la faible régularité des f;, ce qui obligeait & faire des estimations
fines sur les produits de fonctions H*.

La propriété (B), telle quelle, n’est a priori pas trés explicite. Pour avoir des
exemples d’ouverts vérifiant cette propriété, on se référe a l'article de Koch et



Tataru [6] qui donne des conditions de prolongement unique pour ce type de po-
tentiels. En fait, ces conditions sont valables pour des potentiels beaucoup moins
réguliers : L2([0,T], L?(M)). Dans le cas de potentiels réguliers, ces conditions
se basent sur des inégalités de Carleman dont on discute dans la section 7. Dans
le cas de potentiels peu réguliers, on a besoin d’inégalités de dispersion qui sont
détaillées dans [6].

On peut ainsi donner deux exemples de couples (M,w) satisfaisant a (A) et
(B).

i)M = 52 et w est un voisinage de I’équateur.

ii)M = T2, le tore de dimension 2 et w un voisinage de I'union du cercle géné-
rateur et du grand cercle extérieur.

Cependant, par exemple pour I’exemple du tore, on sait grace a Jaffard [4] et
a Burg-Zworski [3] de fagon plus générale, que n’importe quel ouvert non vide
implique la controlabilité de I’équation de Schrédinger libre. On est donc natu-
rellement amené & se demander si on ne pourrait pas diminuer ’ouvert dans ce
cas.

Notations :

Dans toute la suite, on aura souvent & appliquer des inégalités de Strichartz, ce
qui incite a se placer dans l'espace Y = C([0,T], H'(M))NLP([0,T], Wo4(M))
o (p,q) est un couple admissible et 0 = 1 — %, ce qui implique W(M) C
L*°(M). Dans la section 2 d’existence linéaire, on ne supposera que p > 2. En
revanche, dans la section 5, on écrira des majorations qui seront valables si p
est supérieur & un certain py ne dépendant que du degré du polyndéme P. On se

contentera alors d’écrire que l'inégalité est valable "pour p grand".

2 Théorémes d’existence

2.1 Existence globale H'(M)

Théoréme 3 Soit fi(t,z), fo(t,z) € L2([0,T], H(M)) N L%([0,T], L>°(M)) et
g € L'([0, 7], H(M)).
Soit A tel que

I fill L2z anyy + W fill 2o aryy <A i€ {1,2}

Soit p > 2. Soit ug € H*(M). Alors, il existe une unique solution u dans
C([0,T), HX(M)) N LP([0,T], L>°(M) du systéme :

{i@tu—l—Au—l—flu—&—fgu = g (5)
u(z,0) = wug(x)

De plus, il existe C = C(T,A) tel que |ully, < C(T,A)(||uollgrary +
||9||L1([0,T],H1(M)-



Démonstration : On se place dans ’espace complet Y.
On résout ®(u) = u avec ®(u)(t) = e*Pug+i fot S EDA(fy u(T))dr+i fot e =TA(fo u(T))dr—
zfot et Ag(r)dr
Montrons que ¢ applique Y7 dans Y7.

e uo || oo (a1 (aryy < Clluoll e (ar)

car le flot de Schrodinger est unitaire. De plus,

||eitAU0||LP([O,T],W""1(M)) < 1+ A)%eitAUOHLp(Lq)
<

Cl(1+ A)%uOHH par l'inégalité de Strichartz de [2]

1
P

IN

CHUOHH%M = [Juo |z (ar)

On a donc, ||e*®uglly,. < Clluo || mr (ar

i/ot ei(t_T)A(f u(T))dr

t
S/ ILf wll g arydr
oy Jo

De méme
t ) t Y
i [ e (s < [t

0 L?([0,7),W=-a(M)) 0 ar
par le corollaire 10 de [2] (inégalité de Strichartz)
t

< [ ulman

0

Donc,

i Jy e um)ar|| < fy I ulm
T

De la méme maniére, en remplacant fi u par fo@ et g, on obtient

i [l eitt=mA( fza(T))dT\

fot | fotil| e (ary €t Hzfot ei(t’T)A(g(T))dTHY < fot 9l &1 (a1)- Ce dernier est borné
par hypothése. !

<
Yr

Il reste donc seulement & borner fot | f1 ull g ary et fot | f2 ||z (.-

Or ||f ullgroary < CUfNlar oy N1wllzoe ary + lull g any 1 f]| Lo (ar)). Pour simpli-
fier, on ne le fera que pour f; et on écrira f au lieu de f;.

t t t
/0 If ulmon < C / 1 e oy Nl e ory + / lallazs ay 1o

< Clfllzeog.mrny) llullze ey + I fllzr@ee oy llull oo (1 (any)
< CIfllro.n,mr ) + [ fllrmeany) lully,

< C@"fllzzqo,,m1 () + t3 | fllL2 (L)) llully, Holder en temps
< CHTA+t2A) |uly,



Avec %—1—7:%: —l,soitvzé—% > 0 si p> 2. Donc ® applique bien Yr
dans lui méme. Montrons qu’elle est contractante pour t assez petit. Soit u,v
dans Y.

[®(u) — @(0)llv,

/ By (u— v)(r))dr|| +

Yy

IN

1
Ct fillzzqo,0,m1 (ary + L2 f1ll L2z (ary)) [l — vlly,

1
+C A fell2o,o.m0 ) + 2 f2ll L2 (o (ary)) lu = vlly,,
< CEOA+A)|lu—vlly,

par le calcul précédent appliqué & u—v. Donc, ® est une contraction si C'(t7 A+
t%A) < 1/2 <1, c’est a dire par exemple si

t < min ((4&)(4&)3 —C(A)=C

On a donc une solution unique sur chaque petit intervalle de longueur C.
Par compacité, on peut alors recouvrir [0,7] avec N tels petits intervalles, ou

N est de ordre de % ~ T(A% + A?). On peut alors trouver une solution sur

chaque intervalle et les recoller ensuite. On utilise ici fortement le fait que C
ne dépend pas de u, c’est a dire que I'on a un comportement linéaire en u.

Continuité de Papplication ug — u de H*(M) dans Yr.
L’application est en fait affine. On prouve d’abord la continuité sur un petit
intervalle o ® est contractante. Les calculs précédents prouvent alors qu’il
existe K = 1/2 < 1 tel que sur lintervalle [0, %], et pour u et v solutions avec
données initiales ug et vy

lu = vllyy < Clluo = vollmary + Kllu —vlly,
Donc ||u — v|ly, < (%) luo — voll g1 (ary Puis, par récurrence, sachant que

N
g s oy < Il

C
o=l ng < (o) g — kg liman

o \k
< (”{) l[uo — vollm ()

Donc, en sommant, [[u —v|y; < C(T, A)|luo — vol a1 (ar)

Remarque 1 On a obtenu, sur chaque petit intervalle, la majoration

T

C ~
oty < (155 ) Haalinan + [ lallr

i / e (,Tu = 0))(r))dr

Yy



Et en faisant une récurrence, on obtient que

T
Jullvy < T, Aol any + T 4) [ glsca
0

Remarque 2 Le pointt = 0 n’a pas de propriété particuliére, et on peut prouver
Pezistence avec condition initiale enty € [0,T). De plus, on voit facilement qu’on
peut trouver des constantes ne dépendant que de A (pas de to) telles que lon ait
le méme types de majorations avec ug remplacé par u(tp).

2.2 Détermination de ’équation duale

On veut faire des raisonnements par dualité. Or, I’équation que ’on consi-
dére n’est pas C-linéaire, mais elle est en revanche R-linéaire. Il va donc falloir
changer de dualité. On considére un nombre complexe comme un élément de
R2, z = x1 + x5 le produit scalaire est alors le produit scalaire habituel sur R?
<,y >= r1y1 + T2y2 = R(zy)

Pour des fonctions & but dans C, la dualité L? devient < f,g >= fM figr +
Jos fo92 = [, R(f7

Déterminons ’équation duale de i0;u + Au+ f u+ g 4 = 0. On note

f = fi+tifs
g = g1t+ige
U = U+ ius
Donc iu = —ug + iu1, fu = (fi w1 — faug) + i(fr u2 + fo w), gu =

(g1 u1 + ga UQ) + i(—gl Uz + go ul).
Notons v le vecteur (—usg,u1) le vecteur de R? correspondant & iu. L’équation
s’écrit donc dans R? :

- J1ur — fauz g1 U1+ g2 u2
A =
8t(’u1>+ ( >+<f1’u2+f2”u1>+<91U2+92U1> 0
vy () Jiv2+ fan g1 v2 — g2 V1
% (U2> +a (—U1> + (—fl v+ fa Uz) + (91 v1 + g2 Uz)
0 A\ (v fa=92 fitaq) (n
(i )+ ( )() - o
‘ (Uz) * (-A 0) (112 * —fitg fetg2) \v2
0(2)a(2) o) -
V2 V2 V2

On est donc en présence d’une équation d’évolution dans R? : 9,v+(A+B)v = 0.



L’équation duale pour la dualité canonique dans R2 sera 9;¢ + C¢ = 0 telle que

d

%<U,¢> = 0
<O, d>+<v,0p> = 0

<—(A+ B, p>+<v,-Cp> = 0
<(A+B)+ "Cv,¢> = 0

Donc, C = — {(A+B). Or, tA = — A (cela traduit le fait que la "vraie" équation
de Schrodinger est autoadjointe). Donc,

_ g2—fr fi—a
C_A+(—f1—91 —f2—92)

Ce qui correspond, si on repasse en complexe, a I’équation

i0u+ Au+ fu+gu=0

Avec
i = h
fo = —fo
g = -0
g2 = —go

Cest a dire f = f et § = —g.

D’autre part, on va vérifier que si v, dans un espace de distributions ou la
multiplication est bien définie, vérifie fOT < 0y¢p + Co,v >= 0 pour toute ¢ €
C§°(]0,T[, M), alors v vérifie Oyv + (A 4+ B)v = 0 au sens des distributions. En
effet,

T T T
/ <O+ (A+ B, o> = / <8tv7¢>+/ <w, "(A+ B)¢ >
0 0 0

T T
IPPent = —/ <v,8t<b>—/ <wv,C¢p >
0 0
= 0

Or, si on repasse en complexe, cela signifie qu’une fonction v vérifiant ® [, [,,[0;¢—
iAp —ifp —igelv = 0 pour toute ¢ € C5°(]0, T[, M) vérifie au sens des distri-
butions ’équation 0;v — iAv — i fv + igv = 0, soit i0v + Av + fv — go =0

2.3 Existence globale H'(M)

Avant de parler d’existence dans H~!(M), on s’assure que les termes dont
on parle ont bien un sens dans des espaces de distribution, grace a la remarque
suivante :

10



Remarque 3 Siu € H Y (M), et f € H', fu est bien défini puisqu’il définit
une distribution dans H—° pour tout s > 1.
En effet, si o € C°(M) (que l'on pense dans H®) :

< fu,p > <u,pf >

< lullg— e fll g
< lullg— (11 g el g
Car, si s > 1
leflg = lefllpz +1IVefliLe + 10V Fl L
< lllpee 11l L2 + 1Vl pa £l e + el oo VIl L2
1 1 1
-+ -= 5 2 < ¢ < oo assez petit tel queH*~! ¢ L9
p q
< el 1 g + 1Vl o [1f 1 o + ol s 11
< lellge (11l

Pour établir l'existence dans H (M), on va faire un raisonnement par
dualité : si v est solution de i0v + Av = 0 et ¢ solution de ’équation duale
i0p + Cod = 0, on a < v(t),d(t) >= constante =< vy, ¢g >. Cette formule va
permettre de définir une solution par dualité.

Théoréme 4 Soit f,g € L*([0,T], H*(M)) N L2([0, T], L>°(M)).
Soit A tel que

I fll 2 anyy + 1|2 (nee(any) < A et g vérifie la méme inégalité

Soitug € H=(M). Alors, il existe une unique solution faible u dans Cy, ([0, T], H~*(M))
de i0pu + Au+ f u— g @ =0 avec condition initiale u(0) = ug. De plus, pour
tout ¢ € C*°([0,T],C*(M)) , on a

T
R [ [ [oo-iso-ifo-iggli= [ srur- [ om
0 JM M M
De plus, il existe C(A) tel que ||[ul g (0,77, (ar)) < Clluoll g1 (ar

Dem : Soit ¢ € C°°(M) une fonction test. Soit ¢ € [0,7T]. On va définir u(t) €
D'(M) par son action sur ¢. On définit, grace au théoréme d’existence 3, une
fonction W, (s) € C([0,T], H*(M)) telle que

~— —
|
o

(6)

{ 105U (s) + AWy (s) + f(5,2)Us(s) + g(s,2) Lo (s)
\I/t(t

Avec [[W|ly, < C(f, 9, D)l (ar)-
En notant < , >la dualité réelle : < f,g >DH (M= fM f191 + f292 = fM %(fg)
On définit u(t) dans H (M) a but R? identifi¢ & C par la dualité réelle

(u(®), D) prany, = (0, ¥e(0))pr(ar)e

11



Cela définit bien u(t) € H~1(M) car le terme de droite définit bien une forme
R-linéaire sur les fonctions de H'(M) & but R? identifi¢ & C. Ceci est vrai car
I’équation est R-linéaire et on a 'inégalité :

‘ (w0, ¥e(0))pr (a1

l[woll -1 () [[¥e (0) || 1 (ary

(u(®), D) pr (anys
lwoll -1 ary 1 Wellve
C(f1, fo, T)|luoll -1 (any |l 52 (0

Et donc [[u(t)|| g1 (ary < C(f1, fo, T)|lwoll -1 (-

Lemme 1 u définit bien une fonction de Cy,([0,T], H=1(M)).

IANIAIA

Dem :Soit ¢ € H(M) et ¥, les fonctions correspondantes. Soit ¢ € [0, 7] et

tp — t. On doit prouver (uo, ¥, (0))pr(ary, — (o, ¥e(0))pr(ar),» que Uon aura
1

en particulier si ¥, (0) Q0 U, (0). Soit € > 0.

Par linéarité, ¥, — U, est solution de I’équation 6, avec condition initiale en

tn  Uy(ty) — Wy, (t,). Par le théoréme d’existence H'(M) et la remarque 2, il

existe C = C(A) tel que pour tout ¢ € [0, T,

[W:(0) = W, (0) || g2 (ary ClIWe(tn) = W, ()l g (ary
Cl[We(tn) = Bl gy

ClIe(tn) = Vel g1 ary

ININ A

Comme ¥, € C([0,T],HY(M)), et t, — t, il existe N € N tel que pour

n > N, [Wiltn) ~ Tl < &/C, done [[9(0) — ¥y, (0) | yagary < © et
1

donc, ¥, (0) Q0 U,(0).$

Vérifions maintenant que u(t) ainsi définie vérifie bien ce que 'on veut.
Soit # € C*°([0,T7]) a but réel et ¢ € C*>°(M). Soit ¥, les fonctions correspon-
dantes & ¢, comme précédemment.

12



Notation : 9,%,(s) = U,(s)
On calcule :

A = [ uro@i) —iso 0= ifea) 0 - iglta5 )

T , T _
— /O <u0, \pt(O)e(t)>D/(M)R +/O (u(t), —idg O —if(t,2)p 0 —ig(t, 2)d 0)p, .

T . T . . . —_—
_ <u0, /0 \I't(O)ﬁ(t)>D/(M)R + /0 (ult), i) 6 — i f(t,2)6 6 — ig(t,2)6 B,

= 1P en t (0, YT (0)0(T)) pr (1), — (0, Y0(0)0(0))pr(ary, — <u0,/0 \I}t(O)G(t)>
D'(M)x

T
—l—/o (u(t),—iA¢ 0 —if(t,x)p 6 — ig(t,x)ﬂ>D,(M)R
= notati0119(T) <UOa \I/T(O»D'(M)R - 9(0) <u0’ \IJO(O)>D,(M)]R +B

=  définition de u(t) <uT7 ¢0(T)>D’(M)]R - <u07 ¢9(0)>’D’(M)R +B

On veut donc montrer B = 0. Or, pour tout ¢, par définition, ¢ = W.(t) et
comme U, (s) est solution de 6, on a

T .
—<uo, /0 \Pt(0>9<t>>

T e —
[ (ule), ~in0a(0) 066) = if (8. 0)Es(e) 6(2) ~ ig(t, )T ) O10))
0

B
D'(M)r

D'(M)w

T T
—<uo,/0 \Ift(0)9(t)> +/0 (u(t), =05 0u(t) 0(1)) s (ar)e

D'(M)r

Or, en dérivant par rapport a t I'expression ¢(z) = 9/:(t), on obtient 0 =
05U (t) + ¥4(t). Donc

T T
B:—u,/\I)OQt +/<ut,\1}t9t>
< oo [0 )>D,<M)R RXCORZOTI0) N

Or, U est solution de 10, Wy (s)+AW;(s)+f(s, 2)Ws(s)+g(s, )P (s) = 0. On
dérive cette expression par rapport a t. Donc i0; W (s)+ AW, (s)+ f1(s, 2)Ui(s)+
fa(s, ), (s) = 0. Donc, & t fixé, ¥,(s) correspond au ¢ = W,(t) dans la cor-
respondance que l'on a faite entre les ¢ et ;. Donc, par définition de wu(t),

(u(®), 9:())

Donc

= <u0,\1}t(0)> , de sorte que B = 0 comme voulu.

D' (M)r D’ (M)r

| (w000 - 80 0 - is(t.2)0 6 ~ i) 5)
= (ur, ¢0(T)>D’(M)R — (uo, ¢0(0)>D’(M)JR

D' (M)
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Ceci est donc vrai pour 0 réel. En réappliquant ce résultat avec ¢ = i et 0
réel, on obtient le résultat pour # imaginaire pure. On a alors le résultat voulu
par densité des combinaisons linéaires de fonctions de la forme 0(t)¢(x) dans
([0, T],C>=(M))

Le raisonnement fait dans la détermination de I’équation duale permet d’af-
firmer que u vérifie 'équation i0,u + Au+ f v — g 4 = 0.

Unicité : Cela résulte toujours du raisonnement de la détermination de I’équa-
tion duale. En effet, une solution v(¢) de id,v+Av+f v—g v = 0 avec v(0) = ug
doit nécessairement vérifier < v(t),d(t) >pra= cste =< ug,do >pr(M)es
si ¢ est solution de I’équation duale. En particulier, on doit avoir pour tout
¢ € CF(M), <v(t),d >pr(a)y=< uo, ¥¢(0) >pr(ary, ce qui implique u = v.
En fait, la définition de la solution que I’on a utilisé était la seule possible.

Remarque 4 L’équation duale reste vraie pour toute ¢ € C([0,T], H'(M))
telle que Oy —iAd—ifed—igp € LY([0,T], H*(M)) puisque les formes linéaires
de chaque coté de l’égalité sont bien définies sur cet espace et par densité des
fonctions réguliéres.

Démonstration : On va procéder par approximation en utilisant le lemme 11
de la partie Divers.

Soit ¢ € C([0,T], H*(M)) telle que i0;¢p+Ap+ fd+gp = h € L1 ([0,T], H' (M)).
Soit € > 0.

Soit ¢- 0 € C>°(M) telle que [|¢(0) — @0l 1 (ar) < €.

Soit fe € COO([O, T] XM), bornée dans LQ(LOO(M)) telle que ||f_f€||L2(H1(M)) <
€.

On choisit g. vérifiant les mémes propriétés par rapport a g.

Soit he € C([0,T] x M) telles que ||h — hel[1 (a1 (ar)) < €.

On note ¢. la solution de

{ 1010 + Ao + fo e + ge (55 = he (7)
¢6(0) ¢570

On vérifie que ¢. € C°([0,T] x M).
Le lemme 11 implique donc que

16 = dellyre < CUlPO)mrary + 2l oy +2)e

En particulier, on a ¢, 0 ¢ dans Yr.
Montrons que

(fe— fo. " E 0 )

Soit 7 > 0. Si on note C' la borne des f. dans L?(L>®(M)) N L*(H*(M)).
La suite ¢. étant de Cauchy, on peut choisir gy tel que 1,92 < gg implique

e, — by llyy < n/AC.
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On a, sie <¢gg

[(fe = D)bellpimny < N(fe = (e = Se)lpr oy + 1(fe = Fdeollpr )
< e = fllpaamnrzne) 192 = =0l L2 ynrz )
T Wfe = Fllecay 9eoll L2 a2
< 20n/(4C) + |Ife = fll 2 ||¢eo||L2(H2)

De plus, comme f. “=° f, dans L2*(H?') et ¢, est fixé dans C*°([0,T] x M), on
trouve un g, tel que pour ¢ < &

1fe = Fll 2 ey 190 ll 2 a2y < 1/2

Et on a donc [|(fz — f)@ell 1 g1y < 1, comme voulu.

Et on obtient une inégalité du méme type pour le terme en ga.
Or, par définition de ¢, et h,

0o + Ade+ 1 et 00 6o " H ) i0id+ Ad+ fé+9 b

On a donc par différence avec (8) :

i0be + Db+ et g b " i0h+ Ad+ fé+g

Les ¢. étant réguliers, ’équations duale est bien vérifiée avec ¢..

R /0 ' /M (006 — iDbe — if. — ighs) T =R /M e T — /M b 0T

Par passage a la limite, on a la méme équation pour ¢.

3 Théorémes de propagation

3.1 Propagation de la convergence

Théoréme 5 Soient u, une suite dans H—*(M) de solutions de
10un + Aty + fr Up + gn Un =0

avec des fn et g, tels que || fullz2(j0, 11,51 (00)) + | fnllz2(0,77,000 (1)) < A, idem

pour gn.

De plus, on suppose qu’il existe u € L>°([0,T], H 1(M)) telle que
supo<e<rl[un(®)lg-1ar) < O, supo<i<r|un(t) —u)ll,, 3 — 0

Alors, il existe une sous-suite (u,’) de (uy) et une mesure positive . sur |0, T[xS* M

telle que pour tout opérateur pseudodifférentiel tangentiel A = A(t,x, D,) d’ordre

—2 de symbole principal o(A) = as(t, z,§),

(A(tv Z, Dl?)(un/ - ’LL), (un’ - u))LZ(]O,T[xM) - a2(t7 T, 'g) dﬂ(ta CE,f)
10,T[xS* M
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De plus, si G5 dénote le flot géodésique sur S*M, on a pour tout s € R,

Gs(p) = p

Dem : Existence de la mesure : basée sur l'inégalité de Garding, voir [5]
pour une introduction.
Propagation : Par la remarque 3, f,u, + gnt, est bornée dans L2([0,T], H~*)
pour s > 1, donc on peut en extraire une sous-suite convergeant faiblement vers
U dans L?([0,T), H3/?), par exemple. On note h,, = ¥ — ( fpti, + gntin)
En particulier, par passage a la limite dans ’équation vérifiée par u,,, u vérifie
I’équation :

0u+Au+¥ =0

Tn = U, — U est alors solution de solution de
10y, + Ary, = hy,

Notons L opérateur Lu = id;u+ Au. Soit ¢ = p(t) € C5°(]0,T]), B(z, D;) un

opérateur pseudodifférentiel d’ordre —3, de symbole principal b_3, A(t, 2, D,) =

¢(t)B(x, D,). Pour ¢ > 0, on note A. = pB. = Ae*® pour la régularisation.

Comme A.r,, et AZr, sont C'°°, on peut écrire (Lry,, Afrn)r20,7(x m) = (Bn, AZTn) 120, 7% M)
et (Acrn, Lry)2qorixmr) = (Aetn, hn)r2(j0,7(x ar) On écrit de fagon classique

ne = (Lrn, AZrn) L2qorx vy — (Aetn, Lrn, ) 120,7[x M)
= ([Ac, Alrn, ™) 2o, mx M) — 1(0c(Ae)Tny Tn) L2 (j0,T[x M)

Or, 9¢(A¢) est d’ordre —3 donc
supe(0¢(Ac)n, ) L2 o,rix a) < Cllrnllpoe (-1 170l oo (-2)

qui tend vers 0 si n — co.
Et o, . vaut aussi par définition :

ne = (hn, Alrn)2qorixmn) — (AeTn, hn) 2o, mx M)

Or,

|(hm AZTn)L2(0,T[x M) | th”LZ(H*/?) ||A:7“n||L2(HS/2)

th||L2(H—3/2) ||Tn||L2(H—3/2)

IN A CIA

C”THHLW(H*?'/?)
Donc, sup. |(hn7A:Tn)L2(]O,T[><M)| — 0 quand n — oco. Et on fait de méme
pour l'autre terme. Donc, sup.c, . — 0.

On obtient donc, en faisant le sup pour € — 0,

(¢[B, Alrn, rn)L2(]07T[><M) — 0 lorsque n — oo
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Que l'on peut réecrire
[ e {ox(8).boa} dulti€) =0
10,T[x5* M

Ce qui est exactement ce que 1’on voulait.

Corollaire 1 Supposons que w C M satisfait & la propriété (A). Soit (un) une
suite bornée de L>([0,T], H=*(M)), convergeant faiblement vers u, de solutions
de

telle que u, — u dans L*([0,T], H=(w)) et || fullL2(0.17, 12 (v)) + 1 fnll 220,77, 00 (01)) < A,
idem pour g,. Alors, u, — u dans L*([0,T), H=*(M))

Démonstration : Soit (u,,) une sous-suite quelconque de (u,). Comme
(un, ) converge faiblement vers u dans L°°([0,T], H='(M)), par le lemme 10
d’Aubin-Lions , il en existe une sous-suite (u,/) qui converge fortement vers
u dans L>([0,T], H~%). D’aprés le théoréme 5, il existe une mesure de défaut
microlocal pour d’ordre —2, invariante par le flot géodésique. Or, comme u,, — u
(donc aussi (u,/)) dans L2([0,T], H ! (w)),

uw=0 sur ]0,T[xS*w
Par ’hypothése (A), on a donc p = 0 sur |0, T[xS*M, c’est & dire (un) —
u dans L*([0,7], H~'(M)). On a donc prouvé que toute sous-suite de u, a

une sous-suite convergeant vers u dans L?([0,7T], H=(M)) donc u,, — u dans
L2([0,T], H=Y(M)).

Corollaire 2 Si en plus du corollaire 1, on a u = 0, on a convergence dans
L>([0, 7], H(M))

Dem : Comme u,, — 0 dans L?([0,7], H=(M)) , on peut choisir t, tel que
un(to) — 0 dans H~'(M). Par le théoréme d’existence 4, [un(t)|g-1(ar) <
C(A)||un(to) || -1(ary (et donc u, — 0 dans L>([0,T], H~(M)).

Corollaire 3 Si en plus du corollaire 1, on a f, = f et g, = g fizes, on a
convergence dans L°°([0,T], H=1(M))

Dem : r,, = u, — u vérifie les propriétés du corollaire 2. Donc la convergence
se fait aussi dans L>([0,T], H=1(M)).

3.2 Propagation de la régularité de H (M) a H'(M).

On fait d’abord deux remarques préliminaires
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Remarque 5 On a vu a la remarque 3 que

Ifull e < N f e llwll grse Ve >0

et on a
[fullz < [1fllpee llullz2

Donc, par interpolation sur les H®, pour Uapplication u — fu, si f € L°NH?',
et 6 € [0,1]

6 1-6
full go < f Lo 1 L Nl oasey < maz(Fll o s 111 g) lull goase
Par dualité, si 0 € [0,1]
0 1-6
[full ooy A F oo 11" N1l e
Puisque

< fu, >

<u,pof >
ullg-o [ f |l o
4 1-6
< Mullg=o 111 zse L T ol groaiee

En particulier, si f dans L*([0,T], H)NL?([0,T], L*>) (donc max (|| f ()|l g1 [ F ()] 1) €
L2([0,T)) etu € L>=([0,T), H™*¢), alors fu € L*([0,T), H"), pourr € [-1—¢,1]
et e > 0.

IA

[ fullz2o,ry, 1y < llmaz(([f ) g 1 O oo )l p2 o, 77y Il Lo o, 7,7+
Remarque 6 Soite > 0etr € [—1—¢,1]. Siu est solution a valeur L?([0,T], H™*¢)de
u+Au+ fut+gu=h

avec f, g dans L?([0,T], H') N L?([0,T],L>) et h dans L*([0,T], H") alors u
est a valeur C([0,T], H").

On écrit la formule de Duhamel en choisissant to(noté 0 dans la formule) tel
que u(ty) € H™*¢

¢ t ¢
u(t) = eimuo—l—i/ ei(t_T)Af u(T)dT—i—i/ ei(t_T)Ag ﬁ(T)dT—i/ ei(t_T)Ah(T)dT
0 0 0

et on a fu, gu et h € L*([0,T], H").

Lemme 2 Soite >0 et p<1/2. Soitr € [-1+¢/2,1+¢/2].
Si u est solution a valewr L? (10, T[, H")de

loc
Wu+Au+ fut+gu=h

avec f, g dans L*([0,T), H') N L*([0,T], L*°) et h dans L}, (0, T[, H"~¢).

On suppose aussi que u € L2 _(]0,T[, H"P~¢(w)) ot w vérifie la condition (A).

loc

Alors w € L2 (0, T[, H"Tr=¢)

loc
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Démonstration : Grace au remarques précédentes, on peut appliquer directe-
ment la proposition 13 de Particle [2].

Il suffit en effet de vérifier que fu € L2 (]0,T[,H"¢) (idem pour gu) et
we C(0,T[,H ~®).

Or,u € L} _(]0,T[, H") pour r € [—1+4€/2,14€/2] C [—1,1+¢/2], est solution de
Schrodinger avec terme linéaire, donc par la remarque 6, u € C(]0, T, HT_E/Q).
Or, par la remarque 5, comme u € L$° (]0, T[, H"¢/2) pour r € [~1 +¢/2,1 +

loc

/2], donc r —e/2 € [—1,1], alors fu € L2 (]0,T[, H ¢).

loc

Donc, les remarques s’apliquent si r € [-1+¢/2,1+¢/2].

Lemme 3 Soit € > 0.
Si u est solution a valeur C([0,T], H 1)de

W+ Au+ fut+tgu=0

avec f, g dans L([0,T], H*) N L2([0, T, L*°).
On suppose aussi que u € L2, ([0,T], H~/27¢(w))
Alors w € L? (10, T[, H~1/?27¢)

Démonstration : On applique la remarque 5 (elle s’applique bien, c’est la cas
limite) et on obtient fu € L? (]0,T[,H '7¢). On a aussi u € C(]0, T[, H~'7¢).

Donc la proposition 13 de article [2] s’applique et on aw € L3, _(]0, T[, H~'/?7¢).

loc

Théoréme 6 Soit ¢ > 0.
Si u est solution & valeur C([0,T], H 1)de

iu+Au+ fu+gu=0

avec f, g dans L?([0,T), H*) N L?([0,T], L>).
On suppose aussi que u € L2, (10, T[, H3/?7¢(w))
Alors u € L7, (]0,T[, H*/?~%) et donc dans C([0,T], H')

loc

Démonstration : On applique d’abord le lemme 3 puis le lemme 2 tant que
I’on peut.

On obtient ensuite C([0,7T], H') en appliquant le théoréme d’existence globale
a partir d’un to tel que u(to) € H'(M).

4 Controéle linéaire

4.1 Inégalité d’observabilité dans H (M)

Théoréme 7 Supposons que w vérifie la condition (A) et (B). Soit ¢ une fonc-
tion C* réelle sur M égale a 1 sur w. Alors, pour tout T > 0, A > 0, il existe
une constante C' = C(T, A,w) telle que l'inégalité

T
2 2
ol s ap) < C / Il sy dt
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soit vérifiée pour toute solution u(t,z) du systéme

iu+Au+fu—gu = 0 sur[0,T] x M 9
w(0) = w € H-1(M) )

Vf, g tels que || fll 2011, m vy < A €t fllp2(0,77, 00 (ary) < A €t idem pour g.

Dem : Supposons l'inégalité non vérifiée, il existe donc une suite wu, de
solution dans H~1(M) avec des f,, et g, avec les normes bornées par A tels que

L*([0,T],H* (M)
[n(O) | 712y = 1 et un = 0.
Par le lemme 9 d’Aubin-Lions, on trouve une sous-suite (encore appelée u,,) et

we L([0,T], H-(M)) telle que un(t) 7 - u(t).

Par le corollaire 1, on a en fait convergence forte de u,, vers u dans L?([0,T], H1(M)).
Comme f,, est bornée dans L2([0, T], H'(M)), on peut en extraire une sous-suite
qui converge faiblement vers une fonction f. On a pour toute ¢ € C*°([0,T]x M)

< fnr @ >< A9l p2o,1,01

2 1
donc ||l 12 (jo,7), 2 (ar)) < A On prouve de méme pour gy, LOTLE (D)

L2([0,T],H" (M) L2([0,T],H (M)
— —

g.

LY([0,T]x M
Donc, comme f,, fetu, U, on a fpiy, (102 M)
fu.

Par passage a la limite, u est donc aussi solution de 9 avec f et g.

2 —1
Or, comme @u,, LAOTLE M) 0, on a pu = 0.

De plus, par le théoréme 6 de propagation de la régularité , on a en particulier
we C(0,T), H'(M)).
u est donc solution dans C([0,T], HY(M)) de

{ic’?m—kAu—kfu—gﬂ = 0 sur [0,7] x M (10)

uw(0) = wug € H'(M)

avec f,g € L2([0,T], H*(M)) N L?([0,T], L>°(M)) et u = 0 sur w. L’hypothése
de prolongement unique (B) implique donc u = 0.

. . L>([0,T],H Y (M .
Le corollaire 2 nous donne maintenant que u,, (0.TLE(2)) 0. Ce qui contre-

dit [|un (0)]| g1 (ar) = 1-
Et on prouve alors 'inégalité voulue.

Remarque 7 On ne peut pas se passer de l’hypothése de prolongement unique.
En effet, elle est nécessaire puisqu’elle est impliquée par l'inégalité d’observabi-
lité : si une solution d’une équation pour laquelle on a l'inégalité d’observabilité,
vérifie pu = 0, on a ug = 0 et donc par le théoréme 4 d’existence et unicité ,
u = 0.

4.2 Controle linéaire dans H'(M)

Théoréme 8 Sous les condition (A) et (B). Soit f1(t,z), fo(t,x) € L*([0,T], H'(M))N
L2([0,T], L>=(M)). Soit ug € H*(M) et T > 0. Alors, il existe un controle g
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dans C(R, HY(M)) a support dans [0,T] x w tel que l'unique solution du sys-
teme :

{ Ou+Au+fiu+foa = g,

u(z,0) = wo(x) (11)

avec § =g si 0 <t <T et 0 ailleurs, et satisfait u(t,.) =0 pourt >1T.

Dem : Par un argument de compacité, on prouve qu’il existe un ouvert w’
satisfaisant (A) et tel que @’ C w.
Argument rapide : pour tout mo = (29,&) € S*M, on trouve un temps ¢ tel
que le flot du Hamiltonien envoie ce point dans w. On trouve donc un petit
voisinage compact V,,, de my tel que le flot en temps ¢ ’envoie dans w. Comme
S*M est compact, on le recouvre par de tels ouverts Int(V,,,) et on en trouve
un sous recouvrement fini par des ouverts V,,, qui arrivent en w en temps ¢,.
L’union de I'image par le flot en temps ¢; des V,,,, est alors un ouvert vérifiant
les propriétés voulues puisque le Hamiltonien de A sera homogéne d’ordre 2.

On introduit alors ¢ € C°°(M) a valeur réelle, supportée dans w et telle que
p=1surw.
On considére le systéme

{ iu+Au+frut+fou = g

W) = 0 (12)

Soit v € Cy([0,T], H1(M)) définie dans le théoréme d’existence 4. v vérifie
I'équation duale dans H (M) avec condition initiale v(0) = vg. La fonction v
est alors solution de

0w+ Av+ firv— fo 0 =0.

De plus, grace a la remarque 4, si g € L1([0,T], H'(M)) on peut écrire :

T
§R/ / [Oru — iAu —ifiu —ifou]T = §R/ uTWf/ UoTo
o Jm M M

T
?R/ / —igv = —-R UoUg
o Jum M

On définit la fonction continue A : H=*(M) — HY(M) par Avy = ug avec le

choix
g = —idv = —ip(a)(1 - A) L p(@)e(t,2)
On a alors bien g € L'([0,T], H*(M)) (et méme L>([0,T], H'(M))).

Donc,
T

T
<A'U07’UO>D/(]\4)TR :/0 <A'U7’U>D/(M)R :/0 HBv(t)Hi? dt

ot on a noté Bu(t,z) = (1 — A)~/2¢(x)v(t, x) et donc
g 2
(0, 00)aey, = [ oult)y-s e
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De la méme maniére, si wg € H~'(M) et w solution de I'équation duale du
théoréme d’existence 4, on prouve

T
(Avo, o) pr(ary, :/0 (Av, W) (ary,

Comme A est autoadjoint, l'opérateur A est donc aussi autoadjoint pour le
produit scalaire réel <>D,( M- Or, par le théoréme 7, la forme quadratique liée &
A est aussi coercive, donc A est donc un isomorphisme de H (M) dans H!(M).
Ce qui donne le résultat voulu.

Remarque 8 La norme d’endomorphisme de A correspond a celle du flot li-
néaire, donc elle ne dépend que de T des normes de f1 et fo et de .

La norme d’endomorphisme de A=1 est alors majorée par la constante de coer-
civité qui est en fait celle de l'inégalité d’observabilité.

On a donc que pour ||f1HLZ([O,T],Hl(M))mL2([0,T],Loo(M)) < A et idem pour fs,
alors les normes A et A=' sont majorées par des constantes ne dépendant que
de A, T et .

5 Controéle non-linéaire prés d’une trajectoire

Soit T' > 0. Soit wy dans H'(M) et w la solution de

i0w + Aw — P'(Jjw*)w = 0 (13)
w(z,0) = wo(x)
Soit h(u) = P'(|u|*)u pour u € C. On écrit
1
hMw+7r)—h(w) = Dh(w).r+ / (1 — 8)D*h(w + r5).(r,r)ds
0
_ Oh _Oh 5 [ 9*h
= r%(w) + r%(w) +r /0 (1- S)W(w +rs)ds
! 0*h ! 9*h
_2 o i _ o
+7 /0 (1 8)8122 (w4 rs)ds + 2rr/() (1—13s) Duda (w+ rs)ds

On a alors dans ce cas 9% (w) € L*([0,T], H'(M)) N L*([0, T, L (M)).
En effet, w € Y7 C L*°([0,T], H*(M)) N LP([0,T), L>(M)) pour tout p < oo et
%(w) est un polynome en w.
Le théoréme 8 a alors prouvé que sous les hypothéses (A) et (B), on a un controle
pour I’équation linéaire
oh Oh

. A — 02 () — 527

0w+ Au Crm (w) Une (w)
C’est a dire qu'’il existe un isomorphisme S de H~!(M) dans H'(M) tel que
pour tout uy dans H'(M), il existe ®g = S~ ug, ug = SPq tel que si ® est la
solution du systéme dual
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i0,® + A® — @2 (w) + ®IL(w) = 0
{ T80 = B (4

et u solution de

0 + Au — u%(w) —a(w) = —iAD
a(z,0) = uo(x)

On ait u(T) = 0.

On a aussi vu a la remarque 8 que les normes d’opérateur de S et S~! ne
dépendent que de T, w (la fonction ¢ est construite sur w) et de la norme de
9h (w) dans L*([0, T], H(M)) N L2([0, T], L>(M)) qui est lui méme majoré par
une constante C(T,w, [[woll g1 (ap))-

Théoréme 9 Sous les hypothéses précédentes, il existe £(T,w, [woll g (pp)) tel
que pour tout ug € H'(M) tel que ||ug —woll;;n < &, alors il existe g €
LY([0,T], H*(M)) a support dans [0,T] x w tel que l'unique solution u dans
C([0,T], HY(M)) de

{i@tu+Au—P’(|u|2)u = g (16)

u(z,0) = wug(x)

vérifie u(T) = w(T).
De plus, on peut choisir g tel que l'on ait une estimation

gl 0,71, 12 (ar)) < C(Tsw, [[wol| g1 (ar))

Dem : On va chercher g sous la forme —iA® ou ® est solution du systéme 14,
comme dans le controle linéaire. Le but est donc de choisir le ®¢ adequat et tout
le systéme est alors déterminé.

Notons r = u — w, donc u = w + r, en faisant la différence entre 16 et 13, on
vérifie que r doit vérifier ’équation :

10¢r + Ar — [P/(|w +r?)(w+7r) — P/(|w|2)(w)] = —iAD
(17)
r(z,0) = ro(x)
Avec 70|z (ary < €. Et on cherche un controle tel que r(7') = 0.
On va décomposer r = r1 + ro avec r1 solution de I’équation linéaire
10y + Ary — rl%(w) — ﬁ%(w) = —AD (18)
ri(z, T) = 0

qui correspond en fait & un controéle linéaire, c’est a dire que r1(0) = SPg
et r9 solution de

10410 + Arg — rz%(w) - ’ga—g(w) - fol(l —s)D?h(w +7s).(r,r)ds = 0
ro(z,T) = 0
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Pour montrer que 75 est bien défini, il suffit de montrer que fol (1—s)D?*h(w
rs).(r,r)ds est dans L'([0,T], H'(M)), pour ®¢ dans H~1(M).

Lemme 4 [l eziste C(T', [wo |l g1(ap)) tel que si [ ol r-1(ary < n(T |woll g (ar))
assez petit et T' < 1

1
/0 (1 —s)D*h(w +rs).(r,r)ds < C’T5||<I>0H12LI,1(M)

avec 6 >0, B = degP et on suppose 20 —1>3 < (> 2.

Remarque 9 La condition 8 > 2 n’est pas restrictive puisque le cas f = 1
correspond a P’ = cste qui correspond au cas linéaire que l’on sait déja résoudre.

Dem : On se contente de traiter le terme

fo (1-s)2 8u2 w—|—rs)d8‘

L*((0,T),H* (M)’
les autres termes en 72 et 77 se traitant de la méme fagon o
Comme h est polynomial (en u et @) de degré 208 — 1, 02 est polynomial

de degré 25 — 3. Donc, comme HukulHHl(M) CHU”Hl(M)HquH L on a

Lee M)’
2
gz (w+rs)| g1 < CAH+||wA7rs|| g1 + |w+7s|| g M)Hw—l—rsHLoc(M)) et

*h 2p8-3 28—3 26—3
528w+ ) leany < OO o rslfeyyy < OO+l + I Gy)

pour s € [0, 1]. Donc

! h
2 — —
r /0 (1-29) 5 (w+rs)ds

L1([0, 7], H* (M)

T
< C/O 71l e any 17| oo (ary @ (w71 (ary s (17 21 2ty s |wl oo (anys 17| oo ()
T
+ [ W@l oo Il o ol o Il an)
ol @1, Q2 sont des polynomes de degré au plus 23 — 3
< Ri+ R

Ot Rs est une somme de termes de la forme

T
/0||w||?{1(M)||THI}11(M)\|w||iw(M)||T\\%tod(M)

Ou a,b,c,d sont dans N, que l’on peut majorer par

T
b d
ol ol | ol a1

< ”wHYT”THYT”wHLl’( [0,T],L5° M))HT”Lp([Q ], Loo(M))Tﬂ/ par Holder en temps
< lwllgelirlly > T
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R; se traite de la méme facon puisque somme de termes de la forme

T
/0 el camy I sy ol e oy I L5

Avec v = 1 — 2Hdde 5 () 5i p est assez grand. On obtient donc, si on suppose

pour simplifier T'< 1, avecun § > 0 et k € N :

1 2h
Hrz/ 82 (w+rs)ds
o O%u L1 ((0,T], HY (M)

< C(T, llwoll g2 (ary )T (115 + [17(155") (20)

Reste donc a majorer |7y, en se basant sur ’équation non linéaire 17. Pour
h(u) = P'(Ju*)u pour u € C. On écrit h(w +r) — h(w) =7 01 g—ﬁ(w + rs)ds +
T 01 %(w + rs)ds.

Par l'inégalité de Strichartz non-homogéne de [1], et comme r(7T") = 0, on ob-

tient :

IN

Cl|A® + h(w + 1) — h(w)| L1 (0,77, 51 (ar)) + Cllr(T) || (ar

1
7‘/0 %(w +rs)ds

”rHYT

IN

CIlA®|| Lo, 17,11 (ar)) +

1
7'_/0 %(w +7rs)ds

On se contente de majorer le terme en r, celui en 7 se traitant de la méme fagon.

Par le méme type de majorations que le calcul précédent, comme ‘?—h(w +rs)

ou
est encore polynomiale, on prouve que

LI([0,T],H* (M)

+

LY([0,T],H* (M)

< O(T, Jwoll g ar) )T Ul + 171557
L([0,T],H (M)

1
1"/0 %(w + rs)ds

Avec A > 0 et [ € N. On obtient donc

I7llye < CIA®| L2 o,71, 1200y + CT (I lvy + 171135

En fait, mis & part 'argument r(7") = 0, ce que l'on vient de prouver est vrai
sur tout sous-intervalle [t1,%2]de [0, 7] pour lequel on peut écrire :

1Py oy < CCT ol s ) (1A® e o 1 vy + ) s ay + (b2 = 00N el oy + DI

t1,t2]

Par un argument de type lemme du piége (voir paragraphe 8), on prouve que si
IAD| 21 (0,1, 51 (1)) < Cll®oll a1 (ary est assez petit (||7(T)||z1(ary = 0 est donc
trivialement "assez petit") :

[rllye < CIAR| L1 o,11, 11 (1)) < C(T lwoll g ary) [P0 ll -1 ()
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Ici, la notion de "assez petit" ne dépend que de T et de constante C'(T', ||wo HHl(M)).
Donc, par l'inégalité 20

(w+ rs)ds

IN

32
r
-

CT (|80 13+ (ar) + [1Bol3 (1)
L([0,T],H*(M))

IA

CT?(|®o |71 (ar

Si ¢g est assez petit.
On note L&y = r(0) = r1(0) + 12(0) = SPy + KPy. KPy = r2(0)
Donc L®( = rq équivaut a &g = —S K ®¢+S"1rq. Sion définit B : H-Y(M) — H~Y(M)
par
Bdy = —-ST1K®y + S r

On a alors L®y = r¢ si et seulement si ®$y est un point fixe de B. On va donc
prouver que si [|7o|| 71 (ar) est assez petit, B est contractante sur une petite boule

Br de H1(M).
On peut supposer T'< 1. On a

B@ol| -1 (ary < C(IKPoll 21 (ary + 7ol 21 (ar))

C’est & dire ||B(I’0||H*1(M) < C(”’/‘Q(O)”Hl(M) + ||T0||H1(M)) OI‘, par la re-
marque 1 et comme r3(7) =0, on a :

IN

1
72 (0)[| 71 (ary < [I72llyer C" / (1 —8)D*h(w +rs).(r,r)ds
0

L ([0,T],H* (M))

IA

lemme 4C||¢O||§{71(M)

(si R est assez petit pour que le lemme 4 s’applique)
On en est donc a || B®ollg-1(ar) < C([|®ollF-: vary + Iroll e (ary)- Done, pour

R? < 1/2C et ||rollgrary < R/2C assez petits, B envoie Br dans Bg. On
prouve qu’elle est contractante.

On examine le systéme obtenu par différence du systéme 19 avec deux solu-
tions r et 7 correspondant respectivement & ¢ et P

i0y(ra —72) + A(ra —72) — (7“2—7“2)22( ) = (r2 — 72) Gt (w)
UO (1 —s)D?h(w + rs).(r,r)ds — fo (1 — s)D?h(w + 7s).(7, ﬂds} =0
(re=72)(T) = 0

et le systéme obtenu par la différence de 17 avec un r et 7

O0(r—7)+ A(r—7) _
—[P'(lw+r?)(w+7)—P(lw+r*)(w+7)] = —iA® - ) (21)
r(T) = FT) = 0

On obtient
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| B@0) - B(@o)| < K@) - K@)

H=1(M) H(M)

< Clr2(0) =200 g1 (ary

Or, par laremarque 1 et comme (ro—72)(7T") = 0, on a pour un C' = C(T, ||wol| g1 ) :

HB(%) _B(Eﬁ;)H < c’

1
< 1 —s)D?*h(w +rs).(r,r)ds
. JRCERLEITERRNS

—/0 (1— $)D?h(w + Fs).(7,7)ds

LY([0,T],H* (M)

Or, cest une somrme finie de termes de la forme w* (P2 —7 T3 ok (FLrpltn

FHER) ou Wk (Flr2+n — 75247) dont on peut majorer (si "p assez grand") la
. T+ | a1+ k

norme L} (0, 7], H'(M)) par CT° | = Flly, (I + IFINE") fewlly,

Cela donne alors

= ~ ~ 28—2 ~128-2
|B@o) —B@)|, < Ol =y, (Irlhy, + Wy, + 11557+ 17557)
~ T 23-2 ~||?$—2
< Clr =7y, (I1Rolly, + @+ 120327+ ||
T T
< CR|r —7lly, siR assez petit

En appliquant le méme type d’inégalités au systéme 21 de r — 7

IN

Hh(w+r) — h(w +7) +A(<I>—<f>)‘

[ —71ly.,. L1([0,T],H (M))

<t ) = (o P goy oy +C [A@ =B

IN

1
(rfﬁ/o %(er(rfr s)ds

LY([0,T],H* (M)

+ m/o %(w—i—(r—r s)ds

+C @0~
L([0,T],H* (M)) H(M)

Par les mémes majorations que dans le lemme 4, on obtient successivement
o s Al e
Ir =l < O [0 = o] 4 OTN =l + =713
Et pour R assez petit, par le lemme du piége, on obtient

~lly, < C|@0 - G0
Ir =7l < C o0 =B,

On obtient donc

o - o@],, <o,

H=1(M)
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Donc, B est une contraction si R est assez petit.

Reste & prouver la majoration sur la norme de g. En fait, on a

”gHLl([O,T],Hl(M)) = ||A®||L1([O,T],H1(M))

¢ ||(I)0||H1(]v1)

CR

C(T, lwol| g (ary) par choix

VANVANVA

Remarque 10 En échangeant 0 et T', c’est a dire en inversant le temps, et
comme e~ a les mémes propriétés que e, on prouve de méme que si w
est la solution de NLS avec w(T) = wr et si |ur — wr|| g < €, alors il existe
g € LY([0,T], H*(M)) a support dans [0,T] x w tel que l'unique solution u de
NLS avec terme source g et condition initiale uw(T) = ur vérifie u(0) = w(0).
C’est a dire que I’on peut de méme controler en "sens inverse”.

Remarque 11 On remarque que dans ce qu’on a montré et en utilisant la re-
marque 10, le € ne dépend que de ||w|y, (c’est a dire de |wr|| g yy)) et de la

constante C du controle linéaire, qui ne dépend elle méme que de ||fHL2([07T]7H1(M)+

HfHL?([O,T],Loo(M) qui peut d’aprés notre choixz de f = %(w) étre dominée par

||wT||H1(M) (idem pour g).
On a donc montré qu’a T fixé, et pour un A fixé, il existe un  tel que pour tout
wr tel que ||wr|l gy < A, on peut controler pres de w si |ur — wr| . <e.

6 Controle non-linéaire vers 0

En faisant le changement d’inconnue u(t,.) = exp(iAt)v(t,.), on remplace P’
par (P’'+ ). Par 'hypothése P’ —,._ 1 o, +00, on peut donc supposer P'(r) > 1,
sir>0.

En particulier, on a E(u) > |lul| g

On fait aussi le choix d’une non-linéarité de la forme P = ", pra®* avec pp > 0
et ap > 1 car P(0) = 0. Cela contient ainsi le cas classique P = z® que l'on
transforme en P = z® 4 x par changement d’inconnue.

On remarque alors que si A € [0, 1] alors, E(\u) < A\2E(u)

E()\u) _ )\2/ |Vu|2+zpk)\2ak/ ‘u|2ak
M k M
< )\2/ |Vu|2+)\22pk/ |u?®F  car A2 < \?
M = M
< ME(u)

Théoréme 10 Supposons que w vérifie les hypothéses (A) et (B) et P a coef-
ficients positifs. Alors, pour tout A > 0, il existe un T(A) et C(A) tel que pour
tout wyg € H*(M) vérifiant
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on ait un contréle g € L*([0,T], H'(M)) pour NLS tel que l'on ait w(T) = 0.
De plus, on peut choisir g tel que ||g|| L1 (jo,7(a)), 51 (v) < C(A).

Démonstration : On va procéder par controles successifs prés de trajectoires
de NLS. A chaque étape, on va faire un controle prés de la trajectoire de NLS
correspondant au point de départ. On choisira le point d’arrivée (nécessairement
proche du point d’arrivée sans terme de controle) de sorte que I’énergie diminue.
Cela sera possible puisque le flot de NLS sans terme source conserve 1’énergie.

Soit A >0 et wg € HY(M) tel que E(wp) < A.

Soit T' < 1 quelconque.

Notons € le (T, A) correspondant & T" et A dans le théoréme 9 de contréle prés
d’une trajectoire.

Soit £ celui qui correspond & A = 0, c’est & dire le controle prés de 0.

Soit w solution de NLS avec w(0) = wo.

- _ p! 2 —
{z@tw—i—Aw P(lw*)w = 0 (22)

w(z,0) = wo(x)

On a donc E(w(T')) = E(wy) par conservation de I’énergie donc |wr|| 5 < A.
En particulier, on a un contréle non linéaire prés de w pour le . On choisit le
point d’arrivée ur = (1 — e/A)wr de sorte que

lur —wrlg = e/Allwr|l g < e

Le théoréme 9 fournit donc un g a support dans [0,7] X w tel que si u est la
solution de

{i@tu+Au—P’(|u|2)u =g

u(z,0) = wo(x) (23)

on ait aussi u(T) = ur.

Sil—¢/A>0,0naE(ur) <(l-¢e/A)?E(wr)=(1—¢c/A)*E(wy).

On a encore A > E(ur) donc on peut réitérer avec le méme e sur l'intervalle
[T, 27].

On construit ainsi une suite de controles g, dans L'([nT, (n + 1)T], H*(M)) et
de solutions u,, dans C([nT, (n + 1)T], H'(M)) de

{ 10ty + Aty — P (|un|Hun = gn

un(x,nT) = up_1(x,nT) (24)

avec E(u, (nT) < (1—/A)?E(un—1((n—1)T)) donc E(u,(nT)) < (1—¢/A)?"E(wg) <
(1—¢g/A)"A.
En particulier, il existe N ne dépendant que de A (et du T arbitraire) tel que

(1—-e/A?NA<E

De sorte que 'on a un controle vers 0 en temps 7' & partir de u, (NT).
Si on recolle les wu, (respectivement les g,,) en une fonction u de C([0, (N +
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)T], H'(M)) (respectivement g dans L' ([0, (N +1)T], H'(M)), on obtient une
fonction u solution de
{ i0u+ Au—P'(|ul>)u = g¢

u(z,0) = wo(x) (25)

et telle que u((N +1)T") = 0.

On a alors [|g|| L1 (o, (vt 1y1), 5 a0y = 22 90l L2 (7 (nr1)T, 20 (1) < C(A)
En fait, si on avait 1 —¢/A <0, c’est a dire |[vr|[g1 5 < A <€, cest que le
théoréme 9 nous permettait de controler directement vers 0 en une seule étape.

7 Théorémes de prolongement unique et inégali-
tés de Carleman

Ces résultats s’obtiennent & partir d’inégalités & poids dites de Carleman.
L’idée générale est de conjuguer I'opérateur par un poids de la forme e~ 7®.
Lorsque le paramétre v devient grand, cette modification permet en quelque
sorte d’accentuer 'effet de 'opérateur.

7.1 Cas du tore en dimension 2

Dans cette section, on se propose de prouver de fagon trés élémentaire un
théoréme d’unicité dans un cas trés particulier, celui de la métrique plate sur le
tore. On va pour cela prouver une inégalité de Carleman. On utilisera ensuite
ce résultat pour expliciter le prolongement unique sur le tore annoncé dans l’in-
troduction.

Théoréme 11 Soit P = i0; + 02 + 85 Dopérateur de Schridinger.
Soit K un compact de R x R2,
Soit ®(t,z,y) une fonction poids réelle telle que

Vgr2® ne s’annule pas sur K (26)
DZ,® est définie positive sur K (27)

(ot Uindice R? indique que ’on ne considére que les dérivées en espace x et y).
Alors, il existe v9 > 0, C > 0 telle que Yy > 7o et Vo € C°(R x R?) & support
dans K )

[ Pol[2 > C || Vrev] 1o + Co* [|e7% ]| .

Démonstration : On note P, gu = ¢’* Pe~ 7%y I'opérateur de conjugaison.

Poou = Pu—iy(0;®)u+72(0,P)%u — 27(0,®)(0yu) — (32®)u
2 (0,)%u — 29(0,8)(Dyu) — (32D )u
= %P«hq) + z’%Pﬁ,,@
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Ou
RP, ou = Pu+~2(9,®)*u +~v*(0,®)*u

et
SPyou = —7(0:®)u—7(0:®)(Dau) — 7Dy (9:)u — (9, ®)(Dyu) — yDy (0, P)u
= —7[(0:®)u —2(0,P)(Dyu) — 2(0yP)(Dyu) — (D30, P)u — (Dy0,®)u]
On note aussi pour simplifier I’écriture
fre = 72(5',»5(1))2 + 72(8?4(1))2
7 | Ve @I

On a alors en notant (u,v) ;> = [p [p. ut et si u € C5°(R; x R?) & support
dans K.

2 2 2
[Pyoulz. = [IRPyeullpe + ISPy eull7.
—1 (?RP%@u, SP%@U)LQ +1 (C:SP»Y@U, %P%@’LL)LQ
Or, comme D, est autoadjoint et ® est réelle, RP, ¢ et IP ¢ sont autoadjoints

(en fait , il s’agit de la décomposition d’un opérateur A en sa partie réelle

autoadjointe A"’QA et imaginaire antiautoadjointe A_QA ), on a donc

2 2 2
IProulls = IRPyoulls + ISPy oul,
+ ([%P%(p, iSP%@] u, U)L2

Il faut donc calculer tous les commutateurs. On notera par la suite Og une
quantité majoré par une constante ne dépendant que de ® et de K. En pratique,
cela dépendra an fait des normes L>°(K') des premiéres dérivées de ®.

([0, —i7(0:®) = 1(8;®)] w,u) = = () + (2,0, D)u, u) = 7O [|u| 72 (28)
([i10¢, —27(0: @) Oy u,u) = =20y (04 D)0z u, u)
(104, =27(0:2)0,] u, )] < Cal|0uul7z + Cor® |lull7 (29)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité ab < % + 77172 En sommant
(28) et (29), on obtient pour ~y assez grand

([i04, 1S Py 0] u, uw) = O ||0zull72 + Oa? ||ull 7

([83, fi’y(at(I))] u,u) = =27 ((0pP)0pu, u) — iy ((8t33<1>)u,u) (30)
O [ 0zull72 + 7O ||ul72 + 70 [|ul72

([02, —27(0,@)0p ] u,u) = —4vy ((02@)02u,u) — 27 ((02®)0,u, u) (31)
par une IPP = 4y ((82®)9,u, 0,u) + 4 ((02@)0,u, u)
+0g [0zl 72 + 7O ||u] 7
= 4y ((07®)0ru, 0ptt) + Og |0zl 2 +7* O | Osul| 72
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([(“)i, —27(8y<13)8y] u,u) = —4y((0py®)0zyu, u) — 2y ((Biayfﬁ)ayu, u) (32)
par une IPP = 47 ((8,,®)0,u, yu) + O ||0yul|5» + 72O ||ul72

Og7 [ull 72 + Os |0sull 72 +72Os [[ul7 (33)

En écrivant le méme type d’égalités pour 97, et en sommant (30), (31), (32) et
(33), on obtient

(1A, ISPy .¢] u,u) = 4y / D2:®(Vgau, Vizu) + O || Vizul|72 +~v2Os |ul 72

([fr.@, —iv(0:®) — 4(83®) — ¥(0;®)] u,u) =0 (34)

([ —27(0:9)0:] u, u) = 27 ((0:9) (0 fr,0)u, u) (35)
(( ®) [2(9, (agcb + 20,00,y @] u, u)
7 ([(0:9)*(97@) + (9:9)(0y @)y @] u, u)

Et de méme

([f%@a _27(6y(1))8y] u,u) (36)
= 47 ([(9,2)*(0;®) + (9,9)(0:9)0,s] u, )

En particulier, en sommant (35) et (36)

([f3,2: =27(8:@)0:] w, u) + ([fy,2, =27(9, @) 0y ] u, u) (37)
= 4’)/3 (I:DI%&Q (I).(VRQ‘I), V]R2q))] u7u)

En sommant tout les commutateurs, on obtient donc
([RPy,0,iSPy olu,u) = 4y / Dg>®(Vgeu, Vreu) + 49° ([D?*@.(Vr2 @, Vg2 ®)] u, u)
+04 | Ve2ul 72 + Osy” [lu 72

Or, on a supposé DD%Q@ définie positive, en particulier, elle est coercive et il

existe C' > 0 tel que sur le compact K, on ait D?®.(v,v) > C ||v||2 De plus, on
a aussi supposé Vr2® ne s’annulant pas sur K, et en particulier il existe tel que
|Vr2®||* > C sur K et D2,®.(Vg2®, Vg2®) > C. On a donc

([RPy,2, S Py, 0] uyu) > O | Veeull 12 +Cy° [[u]l 24 Oa | Vezull 72 +Oay” [[ull7:
Et donc pour il existe v, tel que pour v > 7,

([RPy.0, 1Py 0] u,u) > Cy [|Vezull g2 + Cy° [lull 2
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En particulier, on a
2
1Py,0ull2 > O [[Vezul g2 + Cy lull 2

On applique ce résultat & u = ¢?®v pour v € C§°([0,T] x R?) & support dans
K.
Comme Vg2e"®v = e7®Vgov 4+ 770V ®, on a

IVeee™o]] 1,

Y

le7* Vrzv]| 2 = [l 0 VR2 @] 1,

le7*Veav]| 2 +7Oa [ 0]|

v

Donc pour v > v, on a
[ Pollz, = Cv (|7 Vaev] o + O |7
¢

Remarque 12 Le fait que la fonction u soit a support compact fixé est primor-
dial puisque c’est grace a cela que l’on peut faire les intégrations par partie.

Remarque 13 L’inégalité de Carleman peut étre étendue a des fonctions moins
régulieres par densité.

On va utiliser ces inégalités pour obtenir un théoréme d’unicité.

Théoréme 12 Soit ®(t,x,y) une fonction poids vérifiant les hypothéses du
théoreme 11 définie sur un ouvert Q C R, x R2. Soit P ’opérateur de Schrédin-
ger.

Soit zg € ) tel que ®(z9) = 0.

Soit u € C* wvérifiant presque partout sur 2

|Pul (t, ) < C(Ju| (t, ) + |Vreul (£, 7))

et telle que u =0 sur QN {® > 0}.
Alors, il existe un voisinage V' de zy tel que u =0 sur V.

Démonstration : Pour simplifier ’écriture, on va supposer zg = 0 et on note
Pu=f.

On va appliquer l'inégalité de Carleman du théoréme 11 & la fonction poids
modifiée

U(t,z,y) = ©(t, z,y) +6° — 20(t* + 2 + y?)

ou § > 0 sera choisi assez petit pour que I'on ait encore les hypothéses du théo-
réme 11 sur un voisinage compacte de 0 (c’est possible puisqu’il s’agit d’une
hypothése ouverte sur les dérivées premiéres et secondes).

Soit x(t,x,y) une fonction troncature C'*° valant 1 si |(¢,z,y)| < J et 0 si
(t,,y)| = 2.
On applique 'inégalité du théoréme 11 & xu.

77 P2 = €5* 7% xa .+ O T ()
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Or, Pxu = xPu+ [P, x]u = xf + [P, x] u. Donc

[ Pralls, < e dulll + X
< e P otul + €l xull,s + Ol x el
< e P ul + €l + € 7 Fas(xa] + € 7 uTe

En combinant avec I'inégalité de Carleman (38), on obtient
e [P.x)ull}. + Clle™ xull 12 + C[|e7 Vs (x| 2 + C e uVr2 ()] 2
L L L L
= O7* | x| + O |7 Vae (x| .

Et donc pour « assez grand

e P x]ullya + C e uVee ()| . > O e xul 12 + C[|e7" Vea (xu)lg)

Or, le support de [P, x]u est contenu dans supp u N supp Vx C {® <0} N
{I(t,z,y)| > 6} C {¥ < =67}

En particulier, on a
2 ] 2
||6FY\I} [Pax]uHL2 Se 1 ||[P7X]u||L2

et de méme \
e uVe2 (V)] 12 < e [uVr2 ()]l 2
Donc, ||6’Y‘I’ [P, )duHL2 — Oet He’y‘I’uVRz (X)HL2 — 0. En particulier,
y——4o0 y—+oo
grace a U'inégalité (39), on a

Pl xull e =2 0

Cela implique en particulier, yu = 0 14 ou ¥ > 0. En particulier, comme
®(0) = 0, ¥(0) = &3. Donc, par continuité, on peut choisir un voisinage V'
de 0 tel que I'on ait ¥(z) > §3/2 et x = 1 sur V. Donc on a bien v = 0 sur V.

Remarque 14 Le théoreme précédent s’applique en particulier au cas qui nous
intéresse ot u est solution de

Pu = Pu+ apt + az0zu + ayOyu + boti + by 05t + byOyu = 0
0% ag, Gz, Gy, by, by, by € L®(K).

On va faire une petite variante utile dans notre cas du théoréme précédent.
On rajoute aux hypothéses du théoréme 12 le fait que ® ne dépende que des
variables d’espace et on gagne une certaine "uniformité" en temps.
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Lemme 5 Soit Q un ouvert d’adhérence compact de R?, et soit ® et u vérifiant
les hypothéses du théoréme 12 sur |0, T[xQ. On demande en plus que ® ne
dépende que des variables d’espace (x,y). Alors il existe € > 0 tel que pour tout
to €]0,T[ et tout (zo,y0) € Q tel que ®(xo,y0) = 0, il emiste Vi, ) C R?
voisinage de (x9,%o) tel que u = 0 sur tout |tg — ,tg + €[X V(g yy) inclus dans
10, T[xQ.

De plus, on peut choisir € et Vi, .,y indépendant de to (il ne dépendent en fait
que de ® et ).

Démonstration : C’est une légére modification de celle du théoréme pré-
cédent. On doit juste repréciser 'ouvert V' dans ce contexte. On note

U (40 00.90) (b T y) = ®(2,y) + 6% — 26((t — t0)* + (x — 20)* + (y — ¥0)?)

On choisit ¢ assez petit pour avoir que W, . .,) Vérifie les conditions (26) et
(27) du théoréme 11 sur le compact [to — 1,t9 + 1] x Q (1 étant bien str ici
arbitraire).

Pour appliquer le méme raisonnement, il suffit de trouver des € et V(,, ) tels
que

Jto — &,t0 + €[xViag,yo) C B((t —to,® — 20,y — Y0),J) (40)
\IJ(to,JL’o,yo) > 53/2 sur ]to —e,tg + E[X‘/(a:o,yo) (41)

Pour avoir la condition (40), il suffit, par exemple, d’imposer ¢ < §/v2 et
Vizo,wo) C B((x — 20,y — Y0),0/v/2). On veut maintenant trouver des Vizo,u0)

vérifiant (41). Si on choisit en plus € < §/(2v/2), on a pour t € [tg — &,tg + €]
\I’(to,zo,yo)(tvxovyo) = 53 — 25(t — t0)2 > 53 — 2662 > 353/4

]Bonc, par continuité de Wy »0 o) 2050

Vito,zo.y0) de [to — €,t0 + €] X {(w0,0)}- Or,Npar compacité de [ty — &,to + €]

on a Vg, y > §3/2 sur un voisinage

et par la définition de la topologie produit, Vi, 2.4,) contient un ouvert de la
forme Jto — €, to + €[X Vg ,yo) OU Vizg.,yo) €st un voisinage de (2o, yo).

La condition (41) est alors vérifiée permettant de terminer la demonstration
comme dans le théoréme 12. Le fait que I'on puisse choisir un méme Vi, )
pour tous les tg se déduit alors immédiatement du fait que toutes les conditions
que 'on a décrite ne dépendent en fait que des distances t — t(.

On va appliquer les résultats précédents pour propager la nullité d’un voi-
sinage des 2 grands axes du tore T2 vers le tore tout entier. Pour décrire la
construction, on représentera le tore T? par un carré et le voisinage des grands
axes par une bande le long du carré extérieur.

On va d’abord construire une courbe ® = 0 sur T? qui soit strictement convexe
et incluse dans la bande extérieure. On la construit grace a 4 arcs de cercle qui
auront une équation de la forme ®(z,y) = C((z — 20)?> + (y — v0)?>) = B =0
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dont le gradient ne s’annule pas prés de ® = 0 et dont la dérivée seconde en les
variables d’espace est bien définie positive. On voit ensuite facilement qu’il est
possible de recoller ces 4 arcs de cercle de fagon C'* tout en gardant la propriété
de stricte convexité et de non annulation de la dérivée.

On note C, la dilatation de rapport r et de centre O de la courbe que ’on vient
de construire. On associe a chacune de ces courbes C,. une fonction strictement
convexe P, telle que C,. = {®,. = 0} que 'on définit autour de C,.. On note aussi
Dy, r, la bande comprise entre C., et C.,.

Pour prouver le théoréme d’unicité, on va montrer le lemme suivant qui
implique immédiatement le théoréme de prolongement voulu :

Lemme 6 Si u est solution de Pu =0 (ﬁ comme a la remarque 14) et vérifie
u =0 sur [0,T) et a Uextérieur de C,,, alors il existe 7 < r1 tel que u = 0 sur
[0,T] et & lextérieur de Cr.

Démonstration : Soit 0 < ry < r1 < r3 quelconque tels que C,, soit inclus
dans le rectangle correspondant au tore. On va directement utiliser le lemme 5.
On prend Q = D, ,, sur lequel ®,, vérifie bien les conditions du lemme (il est
pour cela nécessaire d’éviter le point O).

Le lemme donne alors £ > 0 et des voisinages V(,, 4,) des points (xo,yo) de C.,,
ceux-ci ne dépendant que de 2 et de ..

On a alors u = 0 sur tous les Jtg —&,to +&[x V(g 4,) POUrvus que |t —¢, to +¢[C
[0, T1.

Par compacité, on recouvre C,., par un nombre fini de V(,, .} et on trouve un
7 tel que l'extérieur de Cr est contenu dans les Vi, -

En particulier, u = 0 & extérieur de C7 et sur [0,7T].

En particulier, le théoréme de prolongement unique s’applique dans le sens :
on propage la nullité de I'extérieur du cercle vers 'intérieur. On voit alors fa-
cilement que ce procédé permet de propager la nullité sur un voisinage des 2
grands axes du tore T? vers le tore tout entier :

En considérant linfinimum des r tels que u = 0 sur [0, 7] et & 'extérieur de C,.,
on voit que cela ne peut étre que 0 sauf si I’ensemble est vide. Donc si u = 0 &
Iextérieur d’un C,., u = 0 partout. Ceci est en particulier le cas si u = 0 sur la

36



bande extérieure.

7.2 Cas de la sphére 5?2

Ecrivons d’abord I’équation de Schrodinger en coordonnées. On se place en
coordonnées sphériques (6, ). Un point de S? C R? de coordonnées (6, ) ayant
pour coordonnées cartésiennes

M(0, @) = (cos b cos p, sin 6 cos ¢, sin )

De sorte que l'on ait la base de vecteurs tangents

d .
d0gy,00) = %M(Ho +t,p0) = (—sin by cos g, cos Oy cos ¢g, 0))
d . . .
dp@.p0) = 5, M(0o,p0 + 1) = (— cos g sin pg, — sin O sin o, cos o))

dt

Lorsqu’on munit S? de la métrique issue de R3, cela donne

Hd9(90><ﬂ0)||22 =
||dg0(907§00) || =
(000, 00): AP (00,00)) =

sin? 0 cos? o + cos? B cos? g + 0 = cos? pq
cos? 0 sin? wo + sin? 6 sin? g + cosZ g =1
sin 6 cos 0 cos pg sin g — cos B sin By sin g cos g = 0

Ce qui donne la matrice des g;;,

= O
N—

cos? g
0

dont ’inverse est la matrice des g%/

1
cos? g 0
0 1

L’opérateur de Schrodinger s’écrit alors

P

10y + A
i00+3 0:(90)
1
cos?

i0; + 9 + 02

qui a pour le poids (1,2,2) le symbole principal
_ L o o
p=T COS2 8051 52

On refait le méme raisonnement que précedemment :

37



. 1
P,ou = Pu—iv(0,®)u+ s (7% (99 ®)*u — 27(9 @) (Dgu) — (05 P)u]

+72(0,®)*u — 27(9,P) (Opu) — 7(63,(1’)u
= %qu;.u + i%P%.:p’u

On
RP, ou = 7299 ®)*u + v2(9,®)u
et
1
SPye u= —7(0:®)u——5 (pv(ae‘l’)(Deu) - (O6®)u = 7(9,P)(Dpu) = YDy (9 ®)u
1 1
= — [(0:D) 75 (06®)(Dgu) — 2(9,P)(Dyu) — — @(D@@g@)u — (Dy0,P)u

On vérifie facilement que cela constitue bien la décomposition en partie ad-
jointe et antiautoadjointe. Il reste donc & voir ce qui change dans les commuta-
teurs.

1 2 2 2 2
= ——~%(99®)" + (0, P
fre COSQSDV(G )"+ 77 (0,®)

De la méme maniére, pour y assez grand, on obtient

([i0s, 1S Py 0] u, u) = O |05ul 72 + Oay® |lul 72

. _ . 1 . 1 9
([0032 0z, —w(@t@)} u7u) = 217y (cos2 (p(@tgé)(%u,u) 7y (cos2 gO(Bt(r“)e(l))u,(éé)

2 2 2
O [|0ullz> +7*Os [[ullz2 +7Os |[ull72

Lo, 1 _ 2 _
([ 95, 2CO82@7(89(I))8g:| u,u) = —4dy (0054 (030 )80u,u> 27 <cos4 (03 )Ggu,u) (43)

cos? p
par une IPP = 4~ (C()Si(p(ﬁgq))@gu,69u> + 4y ( Sl (050 )89u,u>

+0sg || 0pu 72 + 72 Og |[ul 72

1
— 7 (i @00 ) + O |00l +470n 0ul
cost

1 1
0052 ———0p, —27(0,9)0, | u,u | = —4y W(@gwé)&%u,u — 2y (5‘98 )0, u(d4)
vy ((0,0) 252 3 ) (45)
par une IPP = 4~ (ms2((’“)9<p<1>)39u, 8¢u) — 4y ( tan g (8 D)yu, 69(:4}

®

+04 || Bpul32 + Os || 0pul3, +72Os ||u||L2
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[ 1 2 2 2 2 2
([0 s @) 220 o) = Owr Ll + O 2l +%0s 1
[ 2 . 2 2 _ 2 2 2
(|oz-1100) 7 (088 = 2(@20)] w) = Ourlul + s 0ulls + 7208 1)
02 0L (0 0)0| wu) = —y [ (00 D) g ) — 8 taL““’(aq> w, D)
i 0 COSQ()D’Y (% 0 ; - Y COSQ(p o oUW, 0 LPG
+04 [|0pull7> +7° O [|ull72 (50)
1
par une IPP = 4y (2(8¢9¢)6¢u, &)u) + 8y ( tan (89@)6 u 8gu>
cos? cos?
+047 [[ull72 + Os 01l 72 + 77 Os ||UHL2 (51)

(en remarquant ici que

t t
7( WP (9p®)d,u 30U> =v< 2 (06®)Dpu, a@u) 920 ||u]|22+Os | 9pul 32 +Oa || 0pul|

cos? cos? ¢

([63,, —27(8¢<I’)8¢] U, u) = —4y ((83,@)83,11, u) — 2 ((82@)89014, u) (52)
par une IPP = 4~ ((83@)8¢u,8¢u) + Og ||8</,uHi2 + 7204 ||u||iz

En sommant (42), (43), (44) et (47), on obtient

. 1
([AiSPyolu,u) = 4y ((33,@)8¢u,6¢u) + 4~ <C()S2(p(3¢9¢)3¢u, 89u>

- <ctj;1 5 (000, 39“) * 47( (00, ® )39%34:“)

4y ( tan ” (0,9)0m. agu> +47( ! SO0 )aeu,agu)
COS S
+7°0s HUHLz + O || Veeul|7

- 4 / H(Vaeu, Vaaw) + 7200 ]2 + O | VeeulZa

ol on a noté H la forme hermitienne de matrice

( o 050) — BIE0.0) SEON) + (e )>

mr‘“’(30@) o (00,2) (52<1>)

cos?

([f%@, —iy(0;®) — (03®)u — (a§,<1>)u)] u, u> =0 (53)

cos? ¢
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(a2 @00 w.) =2 (@)@, ) ot

1
3
i ((89<I>) |:2COSQQO

= 1 (| o @2(089) + (20)(0,8)(00,®) | .

(0p®)(05®) + 2(8¢¢)(89¢¢)] uu)

COS

Et
(00 =29(0,9)0,] ) = 27 ((9,2) (D .0, ) (55)
- 47([ ~(0,9)(00)(D,00) + (0,9) 257 (950) + <0@<I>>2<82<I>>} uu)

En particulier, en sommant (54) et (55)

([fr.0,iSPy o) u,u) + ([fy.0, —27(9y @)y ] u, u) (56)
= 49’ (gou,u)
Avec
o= coslz¢<3e¢> (D3D) + (950) (2, D) (9p®)

En sommant tout les commutateurs, on obtient donc

(RPy5,iSPyo]u,u) = 47/H(VR2u,VRzu) + 492 (gpu, u)
+0s || Veaul 72 + 7O [lull7:

Une condition suffisante pour 1’établissement d’une inégalité de Carleman
est donc la défini positivité de H, la stricte positivité de go et que @ soit sans
point singulier.

On a encore comme dans le cas du tore une condition ouverte, ce qui permet
d’avoir le méme théoréme de prolongement.
Si on suppose que ® ne dépend que de ¢, les conditions précédentes se résument
a
tan
= (9,) >

cos? o

(029) >0

que ’on obtient par exemple avec la fonction ¢ = e¥ et la condition ¢ < 0.
Cela correspond & prendre pour ligne de niveau les "paralléles".
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En refaisant les mémes raisonnements que dans le cas du tore, on obtient
alors un résultat de prolongement global pour la sphére.
Dans le cas ¢ < 0, si on a la nullité sur {0 > ¢ > ¢}, on peut donc prolonger
la nullité & un ensemble {0 > ¢ > 2} olt 1 > o (toujours sur [0,77).
En échangeant si nécessaire les poles, on peut ainsi prolonger la nullité d’un coté
a lautre d’une "paralléle" ¢ =cste de la sphére dans le sens équateur vers pole.
Si on a la nullité sur un voisinage de ’équateur et sur [0,7], on a donc nullité
partout.

7.3 Résultats connus dans le cas de termes de potentiels
peu réguliers

Les deux inégalités de Carleman que 'on vient de démontrer sont en fait
des cas particuliers de théorémes plus généraux. En particulier, il existe des
conditions trés générales sur la fonction ® pour obtenir ce type d’inégalités dans
le cas ou 'opérateur est de symbole principal elliptique ou réel. Ces conditions
appelées pseudo-convexité par rapport au symbole p(z,§) de 'opérateur font
intervenir les dérivées premiéres et secondes de ®. Une de ces conditions est par
exemple que

p={p,®} = 0= {p,{p, ®}} > O sur {® =0} (57)

On pourra pour cela se référer a [8] et [9] pour plus de précisions.

Dans le cas de Schrédinger, le symbole principal est celui du Laplacien. On aurait
pourtant besoin de prendre en compte 'effet du temps. Isakov a alors prouvé
dans [10] des inégalités de Carleman générales dans le cas anisotrope : on donne
un poids différent & certaines variables. Le symbole principal de 'opérateur de
Schrédinger devient alors p = o — g &;€;. Les hypothéses de pseudo-convexité
anisotrope sont alors du méme type sauf que ’on ne prend en compte que les
dérivées par rapport aux variables de plus grand poids, c’est & dire en espace
dans notre cas.

Par exemple, les conditions sur ® que ’on vient d’écrire dans les 2 paragraphes
précédents pour T2 et S? se réécrivent en fait

{p,{p,®}} >0

et sont donc des versions faibles de la condition (57) anisotrope (ot les crochets
de Lie ne font intervenir que les dérivées en espace).

On pourra aussi se référer & [11] pour une présentation générale des résultats
connus sur le probléme du prolongement unique.

Cependant, ces théorémes de prolongement unique ne sont valables que pour
Schrédinger avec un terme de potentiel dans L. Ceci est suffisant dans le cas
de Tarticle originel [2] ot on a besoin du prolongement unique pour la stabili-
sation. Le théoréme de prolongement de la régularité nous montre alors que le
potentiel est en fait C'°.
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Cependant, dans la démarche que I'on a choisi de suivre, le potentiel de 'équa-
tion que l’on veut controler est a priori seulement dans L2([0,7], H*(M)) N
L?([0,T], L>(M)). Pour avoir un théoréme de prolongement unique, on fait
alors appel & un travail de H. Koch et D. Tataru [6]. Grace & des estimations
de dispersion sur les solutions de Schrédinger, ils prouvent ainsi des inégalités
de Carleman LP, ce qui permet d’avoir des théorémes de prolongement unique.
Les conditions géométriques qui apparaissent sont alors les mémes que dans le
cadre L?. La régularité minimale pour les potentiels est alors L?([0, 7], L2(M))
pour la dimension 2, ce qui est largement suffisant pour notre cas.

8 Divers

8.1 Adaptation du lemme du piége
On rappelle le lemme du piége "classique" :

Lemme 7 Si une classe de fonctions continues r a but positif vérifient pour un
l € N*, linégalité (T) < A+ Br(T)'*! pour tout t € [0,T] et pour A > 0.
Alors si A < CyB~Y et r(0) < OB~ elles vérifient aussi linégalité r(t) <
CiA.

Lemme 8 Soit A > 0. Si une classe de fonctions r vérifient pour unl € N, C
fixé, Uinégalité

) S B+ Cllrt) oy + Clta = ) Irlvy,, oy + 7l )

[17{ly; Yoeyta

t1,t2 t1,t2]

pour tout t1, to € [0,T] et pour B > 0.
Alors, si B < Cyr, et ||r(0)|| g1 vy < Cir elle vérifie aussi I’inégalité

I7llvz < Coo(rO)|lmr(ar) + B)

Dem : On découpe [0, 7] en petits intervalles [t;,t;11] tels que C(t;41 —t;)* <
1/2. En particulier pour ¢ € [t;, ti4+1]

1
1rl1¥e,, < B+ Cllr@) s + 57y, + [ESE!

Donc
l

1Pl < 2B+ 2C (el sy + 21l )
Si [ # 0, on peut appliquer le lemme du piége précédent sur chaque intervalle :
Si [|r(ti)|| g (ar) < Cr et B < Cy, alors ||r||y[ti,ti+1] < Ci(|lr(t)ll a2 ary + B)-
Or |lr(t)llmrary < [I7llv;,,_, ., par définition. Donc, on obtient :
Siflrlvy, ., < Ciet B<Cy, alors ||T‘|Y[ti,t,,+1] < Ci(lIrllvi, 4y +B)-
Tant que les termes sont assez petits, on a donc une majoration par une suite
géométrique de raison Cj. Or, le nombre d’intervalles ne dépend que de T'.

42



Si B et [|r(0)|[g1(n) assez petits, on a donc une majoration ||7“||y[t_1t_+1] <

Crr([[7(0)|| a1 (ary + B) et donc par somme finie

Irllyz < Cor(lr(0) 1 (ary + B)

Sil =0, on a directement la majoration par une suite géométrique pour les
petits intervalles et on somme de la méme maniére.

8.2 Un lemme de Lions-Aubin

Voici deux lemmes bien utiles pour les équations d’évolution.

Lemme 9 Soit (u,) une suite bornée de L>°([0,T], H®), s € R et telle que dyuy,
est bornée faiblement dans D' (M) uniformément en t(cad (Opun(t),p) < Cy).
Alors, il existe u(t) € L*°([0,T], H®) et une sous-suite (un,) telle que pour tout
t dans [0,T), un, (t) — u(t) dans H®.

Démonstration : Comme H ¢ est séparable, on peut trouver une suite (p;);en
d’éléments de C§° (M) dense dans H~°.

Pour [ fixé, on écrit u,(t) — un(s) = f: Opun (T)d7, donc (un(t) — un(s), 1) =
f; (Opun (1), @) dr < Cy |t — s|. Donc,a [ fixé, la suite, (u,(t),¢;) est équi-
continue dans C([0,7T],R). Or, comme la suite (u,) est une suite bornée de
L*>([0,T], H®) et par I'injection continue de H*® dans D’(M), la suite (u,(t), i)
est donc bornée a t fixé. Par le théoréme d’Ascoli, on peut donc en extraire une
sous-suite convergente dans C'([0,T],R).

Par un procédé diagonal, on peut donc extraire une suite u,, telle que VI e N,
Vit el0,T], (un,, 1) — uler,t) on u(yr,t) est une fonction continue de ¢ et
linéaire en ¢;. D’autre part, on a, comme (u,) bornée dans L>°([0,T], H*) donc
(Unps01) < Clloillg-s. ul(.,t) est donc une forme linéaire définie sur Vect ¢
continue pour la norme H~*. On peut donc la prolonger par densité en une
fonction u(t) € L>=([0,TY], H®).

On a alors, pour tout t € [0,T] et pour tout ¢ € H?

<unk (t) - u(t)7 (P>

(n, (1) = u(t), = 1) + (un, () — u(t), 1)
< Clle =@l gs + (un, () = ult), 1)

A

Qui peut étre rendu aussi petit que 'on veut puisque les ¢; sont denses dans
H~* et par définition de u(t). On a donc uy, (t) iR u(t) pour tout t.

Lemme 10 Soit E, F, G trois espaces de Banach tels que E > F > G avec

11 compacte et io continue.

Soit uy, une suite bornée de L>([0,T], E), telle que Oyu,, est bornée dans LP([0,T], G),
p>1.

Alors, il existe u € L*°([0,T], E) une sous-suite de u, telle que pour tout t de

[0, T, wn, (t) SN u(t), uniformément en t.
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Démonstration : On prouve d’abord que pour tout ¢, il existe un C; tel que
Yue B
ullp < ellullg + Ce [lullg

En effet, supposons le contraire, il existe donc € > 0 tel que Vn € N3v,, avec
lvnllp =1 tel que

1> elvallg+nllullg
En particulier, ||v,|| 5 < 1/e. Par injection compacte de E dans F, on peut en
extraire une sous-suite v, telle que vy, L v. Par injection continue de F' dans
G, on a donc vy, . Or, on a [jv,|ls < 1/n, donc u = 0, ce qui contredit
fonly = 1.
La suite uy,(t) est bornée dans E (notons ||u(t)||; < Cg) donc dans G.
La suite Oju, étant bornée dans LP([0,T],G), p > 1, on prouve que la suite
u, est équicontinue dans C([0,7], @) et donc par le théoréme d’Ascoli qu’il en
existe une sous-suite convergente dans C([0,T], G) : [[un, — ull oo 0,77,y = 0-
Soit n > 0. On choisit un C. avec un € = /(4Cg). A partir d’un certain rang,
on a donc C ||up, (t) —u(t)||s < 1n/2. On obtient donc

[tn,, (1) —u®)llp < ellun, (£) = u@)ll g + Cc lun, (t) —u(t)l g
< n/24n/2<n
Donc V¢t € [0,T], up, () EN u(t), uniformément en ¢.
Remarque 15 Cela s’applique en particulier au cas ou les 8 espaces sont des
H?.

8.3 Quelques réflexions sur le propagateur

Remarque 16 Si on a seulement I’hypothése (A), on peut démontrer inégalité

T
_ 2
HuO”iIl(M) < C(A)/O ||<Pu(t)||i11(M) dt +[|(1 - A) 17““’”1%(1\4)

Avec f, g bornés par A dans L*([0,T), H' (M) N L?([0,T], L>°(M))Ce qui en-
traine que 4 f, g fixés, l’ensemble Ny , est de dimension finie ot

Nyg={uo € H' (M) : ou =0 sur 0, T[xM}

ot u est une solution de 9 avec f € L?([0,T], H'(M) N L?([0,T], L>°(M), idem
pour g.

Dem : Par I’absurde. Soit (u,) une suite de solutions de
2
tels que [|un(0) 51 (ary = L Wfnllp2o,ry,m0 a0y < A €t 1 fnll L2ory,0000y) < A

idem pour g, et ou, — 0 dans L2([0,T], H'(M)), ||(1 - A)’luoHiIl(M) — 0.
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Comme u,(0) est bornée dans H* (M), par le théoréme d’existence et comme les
fn, gn sont bornées dans les bons espaces, (u,,) est bornée dans L ([0, T], H(M)).
Comme d;u,, borné dans H~! (remarque 3), par le lemme 9 d’Aubin-Lions , on
peut en extraire une sous-suite telle que pour tout ¢, u,(t) est faiblement conver-
gente dans H'(M). Comme la donnée initiale converge vers 0 grace au deuxiéme
terme, on en conclut que la limite faible est 0.

Or pu,, — 0dans L%([0,T], H'(M)) donc, u,, — 0 dans L?([0,T], H'(w)). Donc,
par le corollaire 1 (que 'on adapte au cas H'(M)), u,, converge fortement vers
0 dans L>([0, 7], H'(M)), ce qui contredit ||u (0)[[31 () = 1.

Prouvons N¢ , de dimension finie.

D’abord, Ny 4 est bien un sous-espace vectoriel réel par linéarité réelle de I’équa-
tion.

En effet, on a par l'inégalité que ’on vient de prouver,

Vuo € Ny g luoll g < lluoll g1

Donc on a Bg-1(0,1)NN C Bg:1(0,C) N N.

Or, par 'injection compacte By1(0,C) C Bg-1(0, C) et Bg1(0,C) est relative-
ment compacte dans H 1.

Donc By-1(0,C)N Ny 4 est relativement compacte dans Ny , munie de la topo-
logie issue de la norme de H~!.

Bp-1(0,1) N N 4 est donc fermée dans le compact By1(0,C) N Ny 4. Donc, si
on munit Ny, de la norme issue de H ~! la boule unité est compacte.

Donc par le théoréme de Riesz, N, est de dimension finie.

Théoréme 13 Soit w satisfaisant (A) et f € L*([0,T), HY(M))NL2([0,T], L>(M)),
idem pour g.
brg + HYM) — L*[0,T],H'(w))
Uy QU
ot u est solution de I’équation

On note

W+ Au+ fut+gu=0
Alors, ¢5 4 est a image fermée.

Dem : Soit Ny, = Ker ¢f,. Notons Fy, = Nj . Ny, étant fermé, on a
Hl(M) = Nyg e Fyg.

On définit ¢ la restriction de ¢ & F. ¢ est donc injective et Im ¢ = I'm ¢. On
doit donc montrer qu’on a une inégalité d’observabilité pour q~5 :

T
2 2
Jualli ey < Ca) [ lou®liun dt Vo € Fy
Dem : On raisonne encore par l’absurde. Soit (u,) une suite de solutions de

iﬁtun""Aun'i'.fun_gu;z:O

45



telles que u,(0) € F, ||un(0)|\§p(M) =1, et pu, — 0 dans L*([0,7], H'(M))
Comme (uy,) est bornée dans L*°([0,7], H*(M)), par le méme raisonnement
que précedemment, on en extrait une sous suite telle que pour tout ¢ € [0, 7]
un(t) = u dans H'(M). On peut aussi en extraire une sous-suite telle que la
convergence soit forte dans C([0,7], H~1(M)). Par passage a la limite au sens
des distributions dans 1’équation, et comme les f et g sont fixés, on en déduit
que u est solution de l’équation. Or, comme en particulier, u,(0) — u dans
H'(M), et que Fy 4 est faiblement fermé, (car fortement fermé et convexe), on
en déduit v € Fy 4. Or, comme en plus, gu = 0 par passage a la limite, on
obtient donc u = 0 par définition de FY 4.
Donc, u,(0) — 0 dans H'(M). En particulier, il existe une sous-suite encore
notée uy,, telle que u,(0) — 0 dans H~! . En appliquant l'inégalité de la re-
marque 16, on a [[ug|| 15y — 0. Contradiction avec |[u, (0)[| 2 (ar) = 1.
Ceci démontre alors 'inégalité d’observabilité et par cela le fait que I'image de
¢ est fermée.

Les ¢4 sont donc des opérateurs & noyaux de dimension finie et & image
fermée.
Examinons maintenant la dépendance en f et g et montrons que l'application
qui & (f, g) envoie ¢y 4 est continue. Plus précisemment :

Lemme 11 Soit A tel que ||f||L2(L°°(M)) + ||f||L2(H1(M)) < A, de méme pour
fO; g5 go-

Soit g1 tel que ||f — foll2(ze )y + IIf = follL2(ar )y < €1, de méme pour g et
go-

Soit h et hy dans L'(H(M)) tels que ||h — ho||pr(mr(ary) < €2 Siu et v sont
solutions de

i+ Au+ fut+ga h (58)
w0) = wug € HY(M)
Ww+Av+ fov+go® = hg (59)
v(0) = vy € HY(M)
Avec ||uo — voll g1 (ary < €3.
Alors, il existe C = C(A) tel que
lu—vllyy < Clex(lluollmr ) + 1Pl Lrcrr)) + €2 + €3)
Dem : Notons r = v — u. r est alors solution de
ior+Ar+ for+go = —(fo— flu— (90— g)u+ (ho—h) (60)
r(0) = wvyg—ug € HY(M)
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En particulier, par les inégalités sur les solutions linéaires, remarque 1, on a :
T T
Il < Cllwo—enllmaan +C [ 100 = Nullnan +€ [ g0 =gl
0 0

T
JrC/ lho — bl &1 (ar
0

< Clluo —vollzrary + 1fo — fll2zoe anpllull 2z (ary) + [1fo = fllz oy lull L2z (ar))
+llg0 = gll L2z oy lull L2 car aryy + lgo = gll 2 o 1ull L2 (zoe (aryy + [1ho = Pl s ar))

< Cez+ Ceq|lul|yy + Cea

<

Ces + Cer(|[uoll g ary + ||Bl| 22 (ar1y) + Ceo

Comme pour f = g = 0, ¢ est injectif, on peut prouver que pour (f,g)
petits, ¢¢ 4 le sera aussi.
Soit (fo, go) un point ot ¢y, 4, est injectif.
Pour (f, g) proche de (fo, g0)-
Notons Ky g = ¢y,.4, © Il 4 o1t I 4 est la projection orthogonale sur Fy 4.
Ky,.90 = @f0,90 que l'on a restreind & son image. Il est donc supposé bijectif.
Or, si ug = Il yug + ko avec kg € Ker ¢y 4 alors
(Kfag - ¢fo,go)u0 = P ,.90k0

Or,
190 90k0ll 21wy = I P@rongo — Prg)koll Lz (w)
< CH(@fmgo - cI)f’g)k:OHYT
< CAIf = follllkollzrrary
< C(AIf = folllluoll zr(ar)
Donc

H(Kﬂg - (bfo,go)uo||L2([0,T]7H1(M)) <CAIf - fo“”uO”Hl(M)

Donc en particulier, si (f, g) assez proche de (fy, go), K 4 est proche de Ky, 4, =
® 1,.go donc est bijectif , donc Il; 4 est injectif, donc @, est injectif.
L’ensemble des (f, g) tels que Ny, = {0} est donc un ouvert qui contient (0, 0).
D’autre part, par changement de variable, on peut aussi montrer qu’il contient
aussi toutes les fonctions (f(t), g(t)) ne dépendant que du temps.

8.4 Lemme classique de propagation

On prouve un lemme classique utile dans les problémes de propagation, et
en particulier utilisé dans [2] pour la propagation de la régularité.
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Lemme 12 Soit wy € T*M, T, (t) la bicaractéristique partant de wy pour le
symbole o(A). On peut trouver € > 0 tel que si 0 < ¢t < &, wy =T, (t), et V
voisinage conique assez petits de w1, on ait un voisinage U de wq tel que pour
tout symbole c(x,&) homogéne d’ordre s, supporté dans U, il existe un autre
symbole b(x, &) homogéne d’ordre s — 1 tel que

Ho(A),0) (5,6) = e, €) +7(a,)

ot v est d’ordre s et supporté dans V.

Démonstration : On cherche en fait b tel que
HU(A)b =1icH+ir

o(A) étant strictement positif et homogéne de degré 2, il existe p elliptique et
homogeéne de degré 1 tel que p? = o(A).
On a {o(A),b} = — {b,pz} = —Hyp* = —2pHyp = 2pH,b.
p étant elliptique, il suffit de trouver b et r tels que
ic oar
Hb=—+ —
Pop o 2p
On est donc ramené au probléme :
Soit p réel homogeéne elliptique de degré 1, ¢ homogéne d’ordre s — 1 & support
dans un petit voisinage conique U de wy. On doit trouver b d’ordre s — 1 et 7
d’ordre s — 1 et & support dans V' tel que

Hyb=¢+7

Or, Hy et & .a% sont linéairement indépendants.

En effet, si on note G(z) = ¢" () la matrice des cofficients de 0(A) = > g¥&;&; =
L€GE, on a Oeo(A) = GE qui est non nul si € est non nul car G est inversible.
Donc H,, a une composante selon a% et est donc indépendant de f.a%.

En particulier, on peut appliquer le théoréme de Darboux homogeéne (voir [7] p
99) :

1l existe une transformation symplectique locale homogéne, centrée en wy

O(z,8) = (W1(2, ), o yn(@,€), m(2, €)oo 10 (2, €))

Avec y; homogéne en £ de degré 0,

7; homogeéne en £ de degré 1,

m(z,§) = p(z,§) et y(wo) = 0.

A partir de maintenant, on définira les fonctions sur 7* M dans les coordonnées
(Yi,m:)- On aura alors H, = H,, = 8%1. Comme w; =T, (tg), dans les nouvelles
coordonnées cela donne wy = wg + tO%.

On peut choisir e puis V voisinage de wy = Ty, (tg), (0 < to < €) assez petit
tels que V + taiy1 soient compactement inclus dans le domaine de la carte ®
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pour t € [—2¢,¢]. On choisit 0 < g1 < to/2 et O ouvert conique de R™ tels
que wi+] — e1,e1[xO C V. On choisit ensuite U =] — €1,£1[xO. De sorte qu’il
vérifie :
U C {y1 <€1}C {y1 <t0—€1} et
{to —e1 < y1 <t +<€1} N {U—Ft%;t S [O,—FOO[} :wl—f—} —El,El[XO cV

Etant donné ¢ & support dans U, on définit :

- y1
Y1y ey Uniy Ty ooy 1) :/ C(t, Y2y ooy Yny My vy M) Al (61)

—0o0

b est alors supporté dans {U + ta%l;t € [0, +oo[}

Soit ¥ € C*°(R) telle que ¥(t) =1 pour t < tg—eq et U(t) =0 pour ¢t > to+ey.
On choisit b(y,n) = ¥(y1)b(y,n), que l'on définit a priori sur le domaine de la
carte ®.

Calculons

H,by,n) = a%b = W(y)ely.m) + V(). )

Comme ¥(y;) = 1 pour y; <ty — &1 donc en particulier sur U, on a

P (y1)e(y,n) = é(y,n)
De plus, \If’(yl)g est & support dans

0
{to—e1 <y1 <to+e1} N {U—I—tay;t € [0,+oo[} cV.
1

En notant 7 = ¥'(y; )E, on a donc bien 7 & support dans V. B
De plus, si le symbole ¢ est d’ordre s — 1 en 7, par la formule (61), 7 et b le sont
aussi, et par changement de variable homogeéne, elles le sont aussi en la variable
£.
Cependant, ces trois symboles ne sont a priori définis que sur l'ouvert de carte
correspondant & ® et on voudrait les étendre sur 7*M tout entier. 7 ayant V'
pour support, on peut facilement 1’étendre de facon C'*°. Le support de b est
quant a lui inclus dans

1o} 0
< _— . \%4 _— . —
{n t0+51}r1{U+t yl,te[O,Jroo[}C{ +t yl,te] 26,8[}

qui est compactement inclus dans la carte par choix.
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