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1 Introduction

Le but de ce rapport est l'étude de la contrôlabilité de l'équation de Schrödin-
ger non linéaire (NLS) sur une surface compacte. Plus précisément, on s'intéresse
au système{

i∂tw + ∆w − P ′(|w|2)w = 0 sur ]0,+∞[×M
w(0) = w0 ∈ H1(M) (1)

Ici, M est une variété riemannienne compacte de dimension 2, sans bord, ∆
est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur M et P est une fonction polynôme à
coe�cients réels, véri�ant P (0) = 0 et l'hypothèse défocalisante

P ′(r) −→
r→+∞

+∞

Le travail de N.Burq, P.Gérard et N.Tzvetkov [1] a montré que pour toute donnée
initiale w0 ∈ H1(M), le système (1) admet une unique solution u(t, x) dans
l'espace C([0,+∞[, H1(M)). Cela se base sur des inégalités de type Strichartz
avec perte de dérivées

‖eit∆w0‖Lp([0,T ],Lq(M)) ≤ C‖w0‖H1/p(M)

où (p, q) est un couple admissible, c'est à dire

2
p

+
d

q
=
d

2
avec p ≥ 2, q < +∞

On les prouve par des estimations semi-classiques sur des solutions approchées
construites par la méthode BKW.

Le problème du contrôle consiste à rajouter un terme g à l'équation 1. Ce qui
correspond physiquement à une action extérieure d'un opérateur sur le système,
à l'ajout d'une "force". On se demande donc si ce terme permet de détermi-
ner exactement la position du système en un temps T , c'est à dire d'imposer
u(T, .) = v0 où v0 est déterminée à l'avance. L'enjeu est alors de trouver quelles
conditions sur le support en espace ω ⊂ M de g et sur le temps T permettent
d'avoir un tel contrôle.

Le premier résultat positif pour NLS sur une surface compacte a été donné
par B. Dehman, P. Gérard, et G. Lebeau [2]. Il y apparaît alors deux conditions
sur l'ouvert de contrôle ω. (notées (A) et (B) par la suite).
La première, dite condition de contrôle géométrique :
(A) Il existe T0 > 0 tel que toute géodésique de M , se déplaçant à la vitesse 1
et démarrant au temps t = 0 passe dans ω en un temps t < T0

La deuxième condition sera une condition de prolongement unique dansH1(M) :
(B) Pour tout T > 0, la seule solution dans C(]0, T [, H1(M)) du système{

i∂tu+ ∆u+ f1 u+ f2 ū = 0
u = 0 sur ]0, T [×ω (2)
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avec f1(t, x) et f2(t, x) ∈ L2(]0, T [, L∞) ∩ L2(]0, T [, H1) est la solution u ≡ 0.

On se propose dans ce rapport de donner une preuve alternative de celle de
[2].

Dans cet article, la stratégie globale consiste à prouver d'abord un théorème
de stabilisation pour Schrödinger non linéaire. Plus précisément, on prouve que
si a est une fonction réelle ne s'annulant pas sur un ouvert ω qui véri�e les
conditions (A) et (B) alors, pour tout R0 > 0, il existe C > 0 et γ > 0 tels que
la solution du système{

i∂tu+ ∆u− a(x)(1−∆)−1a(x)∂tu− P ′(|u|2)u = 0 sur ]0, T [×M
u(x, 0) = u0(x) ∈ H1(M)

véri�e
‖u(t)‖H1 ≤ Ce−γt‖u0‖H1 t > 0

pour tout u0 véri�ant ‖u0‖H1 ≤ R0. Ce type de contrôle donne donc une décrois-
sance exponentielle qui permet de s'approcher de façon arbitrairement proche
de 0.
Ensuite, on prouve que si on est su�samment proche de 0, on peut linéariser le
problème et utiliser des résultats de contrôle linéaire. Ce qui donne �nalement
le théorème suivant

Théorème 1 Supposons que ω véri�e les hypothèses (A) et (B). Alors, pour
tout R0 > 0, il existe un T > 0 tel que pour tout u0 et v0 ∈ H1(M) véri�ant

‖u0‖H1(M) ≤ R0 et ‖v0‖H1(M) ≤ R0

on ait un contrôle g ∈ L1([0, T ], H1(M)) à support dans [0, T ]×ω tel que l'unique
solution du système{

i∂tu+ ∆u− P ′(|u|2)u = g̃
u(x, 0) = u0(x)

où g̃ = g si 0 ≤ t ≤ T et 0 si t > T , satisfasse u(T, .) = v0.

Par réversibilité du temps, cela équivaut à la contrôlabilité vers 0.

La stratégie alternative que l'on se propose de développer consiste à linéari-
ser le problème même lorsque w0 est grand. Seulement, contrairement au cas où
on est proche de 0, la linéarisation ne peut se faire autour d'une constante, mais
il apparaît alors de façon naturelle que ce contrôle peut se faire si on reste proche
d'une trajectoire de Schrödinger non linéaire sans terme source. On prouve un
théorème de contrôle près d'une trajectoire :

Théorème 2 Supposons w solution de (1).
Sous les hypothèses (A) et (B), il existe ε(T, ω, ‖w0‖H1(M)) tel que pour tout
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u0 ∈ H1(M) tel que ‖u0 − w0‖H1 < ε, alors il existe g ∈ L1([0, T ], H1(M)) à
support dans [0, T ]× ω tel que l'unique solution u dans C([0, T ], H1(M)) de{

i∂tu+ ∆u− P ′(|u|2)u = g
u(x, 0) = u0(x) (3)

véri�e u(T ) = w(T ).
De plus, on peut choisir g tel que l'on ait une estimation

‖g‖L1([0,T ],H1(M)) ≤ C(T, ω, ‖w0‖H1(M))

Ensuite, en faisant des contrôles successifs près des trajectoires de NLS, en choi-
sissant le point d'arrivée de sorte que l'énergie diminue, on prouve la contrôla-
bilité vers 0 et donc le théorème 1.
La preuve de la contrôlabilité près d'une trajectoire utilise un argument de point
�xe basée sur le contrôle du système linéarisé.

On est donc amené à prouver un théorème de contrôle pour le système

i∂tu+ ∆u+ f1 u+ f2 ū = 0

où f1(t, x) et f2(t, x) ∈ L2(]0, T [, L∞) ∩ L2(]0, T [, H1).
La démarche de la preuve reste alors proche de celle de [2] où la contrôlabilité
est prouvée dans le cas de l'équation de Schrödinger libre. Par un argument
de dualité, la contrôlabilité dans H1 est ramenée à une inégalité d'observabilité
pour l'équation duale dans H−1.
Pour prouver cette dernière, un raisonnement par l'absurde nous amène à prou-
ver la convergence vers 0 dans L∞([0, T ], H−1(M)) de suites (un) faiblement
convergentes satisfaisant à{

i∂tun + ∆un + fn un + gn ūn = 0
un → 0 dans L2([0, T ], H1(ω)) (4)

On doit donc prouver une propagation de la "convergence forte", ce que l'on
fait dans la section 3.1 à l'aide de mesures de défaut microlocal dont on prouve
qu'elles propagent l'information le long des géodésiques.
Ensuite, on a besoin d'un argument d'unicité dans H−1. Or, la propriété (B)
n'est valable que dans H1, ce qui nous incite à prouver dans la section 3.2 la
propagation de la régularité pour l'équation linéarisée et pour un ω satisfaisant
à la propriété (A).

Cependant, la principale di�culté dans l'adaptation de ce schéma de preuve
résidait dans la faible régularité des fi, ce qui obligeait à faire des estimations
�nes sur les produits de fonctions Hs.

La propriété (B), telle quelle, n'est a priori pas très explicite. Pour avoir des
exemples d'ouverts véri�ant cette propriété, on se réfère à l'article de Koch et
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Tataru [6] qui donne des conditions de prolongement unique pour ce type de po-
tentiels. En fait, ces conditions sont valables pour des potentiels beaucoup moins
réguliers : L2([0, T ], L2(M)). Dans le cas de potentiels réguliers, ces conditions
se basent sur des inégalités de Carleman dont on discute dans la section 7. Dans
le cas de potentiels peu réguliers, on a besoin d'inégalités de dispersion qui sont
détaillées dans [6].

On peut ainsi donner deux exemples de couples (M,ω) satisfaisant à (A) et
(B).
i)M = S2 et ω est un voisinage de l'équateur.
ii)M = T2, le tore de dimension 2 et ω un voisinage de l'union du cercle géné-
rateur et du grand cercle extérieur.
Cependant, par exemple pour l'exemple du tore, on sait grâce à Ja�ard [4] et
à Burq-Zworski [3] de façon plus générale, que n'importe quel ouvert non vide
implique la contrôlabilité de l'équation de Schrödinger libre. On est donc natu-
rellement amené à se demander si on ne pourrait pas diminuer l'ouvert dans ce
cas.

Notations :
Dans toute la suite, on aura souvent à appliquer des inégalités de Strichartz, ce
qui incite à se placer dans l'espace YT = C([0, T ], H1(M))∩Lp([0, T ],Wσ,q(M))
où (p, q) est un couple admissible et σ = 1 − 1

p , ce qui implique Wσ,q(M) ⊂
L∞(M). Dans la section 2 d'existence linéaire, on ne supposera que p > 2. En
revanche, dans la section 5, on écrira des majorations qui seront valables si p
est supérieur à un certain p0 ne dépendant que du degré du polynôme P . On se
contentera alors d'écrire que l'inégalité est valable "pour p grand".

2 Théorèmes d'existence

2.1 Existence globale H1(M)

Théorème 3 Soit f1(t, x), f2(t, x) ∈ L2([0, T ], H1(M)) ∩ L2([0, T ], L∞(M)) et
g ∈ L1([0, T ], H1(M)).
Soit A tel que

‖fi‖L2(H1(M)) + ‖fi‖L2(L∞(M)) ≤ A i ∈ {1, 2}

Soit p > 2. Soit u0 ∈ H1(M). Alors, il existe une unique solution u dans
C([0, T ], H1(M)) ∩ Lp([0, T ], L∞(M) du système :{

i∂tu+ ∆u+ f1 u+ f2 ū = g
u(x, 0) = u0(x) (5)

De plus, il existe C = C(T,A) tel que ‖u‖YT ≤ C(T,A)(‖u0‖H1(M) +
‖g‖L1([0,T ],H1(M).
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Démonstration : On se place dans l'espace complet YT .
On résout Φ(u) = u avec Φ(u)(t) = eit∆u0+i

∫ t
0
ei(t−τ)∆(f1 u(τ))dτ+i

∫ t
0
ei(t−τ)∆(f2 ū(τ))dτ−

i
∫ t

0
ei(t−τ)∆g(τ)dτ

Montrons que Φ applique YT dans YT .

‖eit∆u0‖L∞(H1(M)) ≤ C‖u0‖H1(M)

car le �ot de Schrödinger est unitaire. De plus,

‖eit∆u0‖Lp([0,T ],Wσ,q(M)) ≤ ‖(1 + ∆)
σ
2 eit∆u0‖Lp(Lq)

≤ C‖(1 + ∆)
σ
2 u0‖

H
1
p

par l'inégalité de Strichartz de [2]

≤ C‖u0‖
H

1
p

+σ = ‖u0‖H1(M)

On a donc, ‖eit∆u0‖YT ≤ C‖u0‖H1(M)∥∥∥∥i∫ t

0

ei(t−τ)∆(f u(τ))dτ
∥∥∥∥
H1(M)

≤
∫ t

0

‖f u‖H1(M)dτ

De même∥∥∥∥i ∫ t

0

ei(t−τ)∆(f1 u(τ))dτ
∥∥∥∥
Lp([0,T ],Wσ,q(M))

≤
∫ t

0

‖(1 + ∆)
σ
2 (f1 u)‖

H
1
p

par le corollaire 10 de [2] (inégalité de Strichartz)

≤
∫ t

0

‖f1 u‖H1(M)

Donc,
∥∥∥i ∫ t0 ei(t−τ)∆(f1 u(τ))dτ

∥∥∥
YT
≤
∫ t

0
‖f1 u‖H1(M)

De la même manière, en remplaçant f1 u par f2ū et g, on obtient
∥∥∥i ∫ t0 ei(t−τ)∆(f2ū(τ))dτ

∥∥∥
YT
≤∫ t

0
‖f2ū‖H1(M) et

∥∥∥i ∫ t0 ei(t−τ)∆(g(τ))dτ
∥∥∥
YT
≤
∫ t

0
‖g‖H1(M). Ce dernier est borné

par hypothèse.

Il reste donc seulement à borner
∫ t

0
‖f1 u‖H1(M) et

∫ t
0
‖f2 ū‖H1(M).

Or ‖f u‖H1(M) ≤ C(‖f‖H1(M) ‖u‖L∞(M) + ‖u‖H1(M) ‖f‖L∞(M)). Pour simpli-
�er, on ne le fera que pour f1 et on écrira f au lieu de f1.∫ t

0

‖f u‖H1(M) ≤ C

∫ t

0

‖f‖H1(M) ‖u‖L∞(M) +
∫ t

0

‖u‖H1(M) ‖f‖L∞(M)

≤ C‖f‖Lp̄([0,t],H1(M)) ‖u‖Lp(L∞(M)) + ‖f‖L1(L∞(M))‖u‖L∞(H1(M))

≤ C(‖f‖Lp̄([0,t],H1(M)) + ‖f‖L1(L∞(M))) ‖u‖YT
≤ C(tγ‖f‖L2([0,t],H1(M) + t

1
2 ‖f‖L2(L∞(M))) ‖u‖YT Hölder en temps

≤ C(tγA+ t
1
2A) ‖u‖YT
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Avec 1
2 + γ = 1

p̄ = 1− 1
p , soit γ = 1

2 −
1
p > 0 si p > 2. Donc Φ applique bien YT

dans lui même. Montrons qu'elle est contractante pour t assez petit. Soit u,v
dans YT .

‖Φ(u)− Φ(v)‖Yt =
∥∥∥∥i ∫ t

0

ei(t−τ)∆(f1(u− v)(τ))dτ
∥∥∥∥
Yt

+
∥∥∥∥i ∫ t

0

ei(t−τ)∆(f2(u− v))(τ))dτ
∥∥∥∥
Yt

≤ C(tγ‖f1‖L2([0,t],H1(M) + t
1
2 ‖f1‖L2(L∞(M))) ‖u− v‖YT

+C(tγ‖f2‖L2([0,t],H1(M) + t
1
2 ‖f2‖L2(L∞(M))) ‖u− v‖YT

≤ C(tγA+ t
1
2A) ‖u− v‖YT

par le calcul précédent appliqué à u−v. Donc, Φ est une contraction si C(tγA+
t

1
2A) < 1/2 < 1, c'est à dire par exemple si

t < min

((
1

4CA

) 1
γ

,

(
1

4CA

)2
)

= C̃(A) = C̃

On a donc une solution unique sur chaque petit intervalle de longueur C̃.
Par compacité, on peut alors recouvrir [0, T ] avec N tels petits intervalles, où

N est de l'ordre de T
C̃
≈ T (A

1
γ + A2). On peut alors trouver une solution sur

chaque intervalle et les recoller ensuite. On utilise ici fortement le fait que C̃
ne dépend pas de u, c'est à dire que l'on a un comportement linéaire en u.

Continuité de l'application u0 7→ u de H1(M) dans YT .
L'application est en fait a�ne. On prouve d'abord la continuité sur un petit
intervalle où Φ est contractante. Les calculs précédents prouvent alors qu'il
existe K = 1/2 < 1 tel que sur l'intervalle [0, TN ], et pour u et v solutions avec
données initiales u0 et v0

‖u− v‖Y T
N

≤ C‖u0 − v0‖H1(M) +K‖u− v‖Y T
N

Donc ‖u − v‖Y T
N

≤
(

C
1−K

)
‖u0 − v0‖H1(M) Puis, par récurrence, sachant que

‖uT k+1
N
‖H1(M) ≤ ‖u‖Y

[T k
N
,T k+1

N
]

‖u− v‖Y[k T
N
,(k+1) T

N
]
≤

(
C

1−K

)
‖uk TN − vk TN ‖H1(M)

≤
(

C

1−K

)k
‖u0 − v0‖H1(M)

Donc, en sommant, ‖u− v‖YT ≤ C(T,A)‖u0 − v0‖H1(M)

Remarque 1 On a obtenu, sur chaque petit intervalle, la majoration

‖u‖Y T
N

≤
(

C

1−K

)
‖u0‖H1(M) +

∫ T
N

0

‖g‖H1(M)
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Et en faisant une récurrence, on obtient que

‖u‖YT ≤ C(T,A)‖u0‖H1(M) + C(T,A)
∫ T

0

‖g‖H1(M)

Remarque 2 Le point t = 0 n'a pas de propriété particulière, et on peut prouver
l'existence avec condition initiale en t0 ∈ [0, T ]. De plus, on voit facilement qu'on
peut trouver des constantes ne dépendant que de A (pas de t0) telles que l'on ait
le même types de majorations avec u0 remplacé par u(t0).

2.2 Détermination de l'équation duale

On veut faire des raisonnements par dualité. Or, l'équation que l'on consi-
dère n'est pas C-linéaire, mais elle est en revanche R-linéaire. Il va donc falloir
changer de dualité. On considère un nombre complexe comme un élément de
R2, x = x1 + ix2 le produit scalaire est alors le produit scalaire habituel sur R2

< x, y >= x1y1 + x2y2 = <(xȳ)
Pour des fonctions à but dans C, la dualité L2 devient < f, g >=

∫
M
f1g1 +∫

M
f2g2 =

∫
M
<(fḡ)

Déterminons l'équation duale de i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = 0. On note

f = f1 + if2

g = g1 + ig2

u = u1 + iu2

Donc iu = −u2 + iu1, fu = (f1 u1 − f2u2) + i(f1 u2 + f2 u1), gū =
(g1 u1 + g2 u2) + i(−g1 u2 + g2 u1).
Notons v le vecteur (−u2, u1) le vecteur de R2 correspondant à iu. L'équation
s'écrit donc dans R2 :

∂t

(
−u2

u1

)
+ ∆

(
u1

u2

)
+
(
f1 u1 − f2 u2

f1 u2 + f2 u1

)
+
(
g1 u1 + g2 u2

−g1 u2 + g2 u1

)
= 0

∂t

(
v1

v2

)
+ ∆

(
v2

−v1

)
+
(
f1 v2 + f2 v1

−f1 v1 + f2 v2

)
+
(
g1 v2 − g2 v1

g1 v1 + g2 v2

)
= 0

∂t

(
v1

v2

)
+
(

0 ∆
−∆ 0

)(
v1

v2

)
+
(
f2 − g2 f1 + g1

−f1 + g1 f2 + g2

)(
v1

v2

)
= 0

∂t

(
v1

v2

)
+A

(
v1

v2

)
+B

(
v1

v2

)
= 0

On est donc en présence d'une équation d'évolution dans R2 : ∂tv+(A+B)v = 0.

9



L'équation duale pour la dualité canonique dans R2 sera ∂tφ+Cφ = 0 telle que

d

dt
< v, φ > = 0

< ∂tv, φ > + < v, ∂tφ > = 0
< −(A+B)v, φ > + < v,−Cφ > = 0

< (A+B) + tCv, φ > = 0

Donc, C = − t(A+B). Or, tA = −A (cela traduit le fait que la "vraie" équation
de Schrödinger est autoadjointe). Donc,

C = A+
(
g2 − f2 f1 − g1

−f1 − g1 −f2 − g2

)
Ce qui correspond, si on repasse en complexe, à l'équation

i∂tu+ ∆u+ f̃u+ g̃ū = 0

Avec

f̃1 = f1

f̃2 = −f2

g̃1 = −g1

g̃2 = −g2

C'est à dire f̃ = f̄ et g̃ = −g.
D'autre part, on va véri�er que si v, dans un espace de distributions où la

multiplication est bien dé�nie, véri�e
∫ T

0
< ∂tφ + Cφ, v >= 0 pour toute φ ∈

C∞0 (]0, T [,M), alors v véri�e ∂tv + (A+B)v = 0 au sens des distributions. En
e�et,∫ T

0

< ∂tv + (A+B)v, φ > =
∫ T

0

< ∂tv, φ > +
∫ T

0

< v, t(A+B)φ >

IPP en t = −
∫ T

0

< v, ∂tφ > −
∫ T

0

< v,Cφ >

= 0

Or, si on repasse en complexe, cela signi�e qu'une fonction v véri�ant <
∫
T

∫
M

[∂tφ−
i∆φ− ifφ− igφ̄]v̄ = 0 pour toute φ ∈ C∞0 (]0, T [,M) véri�e au sens des distri-
butions l'équation ∂tv − i∆v − if̄v + igv̄ = 0, soit i∂tv + ∆v + f̄v − gv̄ = 0

2.3 Existence globale H−1(M)

Avant de parler d'existence dans H−1(M), on s'assure que les termes dont
on parle ont bien un sens dans des espaces de distribution, grâce à la remarque
suivante :
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Remarque 3 Si u ∈ H−1(M), et f ∈ H1, fu est bien dé�ni puisqu'il dé�nit
une distribution dans H−s pour tout s > 1.
En e�et, si ϕ ∈ C∞(M) (que l'on pense dans Hs) :

< fu, ϕ > = < u,ϕf >

≤ ‖u‖H−1 ‖ϕf‖H1

≤ ‖u‖H−1 ‖f‖H1 ‖ϕ‖Hs

Car, si s > 1

‖ϕf‖H1 = ‖ϕf‖L2 + ‖∇ϕf‖L2 + ‖ϕ∇f‖L2

≤ ‖ϕ‖L∞ ‖f‖L2 + ‖∇ϕ‖Lq ‖f‖Lp + ‖ϕ‖L∞ ‖∇f‖L2

1
p

+
1
q

=
1
2

2 < q <∞ assez petit tel queHs−1 ⊂ Lq

≤ ‖ϕ‖Hs ‖f‖H1 + ‖∇ϕ‖Hs−1 ‖f‖Lp + ‖ϕ‖Hs ‖f‖H1

≤ ‖ϕ‖Hs ‖f‖H1

Pour établir l'existence dans H−1(M), on va faire un raisonnement par
dualité : si v est solution de i∂v + Av = 0 et φ solution de l'équation duale
i∂φ + Cφ = 0, on a < v(t), φ(t) >= constante =< v0, φ0 >. Cette formule va
permettre de dé�nir une solution par dualité.

Théorème 4 Soit f, g ∈ L2([0, T ], H1(M)) ∩ L2([0, T ], L∞(M)).
Soit A tel que

‖f‖L2(H1(M)) + ‖f‖L2(L∞(M)) ≤ A et g véri�e la même inégalité

Soit u0 ∈ H−1(M). Alors, il existe une unique solution faible u dans Cw([0, T ], H−1(M))
de i∂tu + ∆u + f̄ u − g ū = 0 avec condition initiale u(0) = u0. De plus, pour
tout φ ∈ C∞([0, T ], C∞(M)) , on a

<
∫ T

0

∫
M

[
∂tφ− i∆φ− ifφ− igφ

]
u = <

∫
M

φTuT −
∫
M

φ0u0

De plus, il existe C(A) tel que ‖u‖L∞([0,T ],H−1(M)) ≤ C‖u0‖H−1(M)

Dem : Soit φ ∈ C∞(M) une fonction test. Soit t ∈ [0, T ]. On va dé�nir u(t) ∈
D′(M) par son action sur φ. On dé�nit, grâce au théorème d'existence 3, une
fonction Ψt(s) ∈ C([0, T ], H1(M)) telle que{

i∂sΨt(s) + ∆Ψt(s) + f(s, x)Ψt(s) + g(s, x)Ψt(s) = 0
Ψt(t) = φ

(6)

Avec ‖Ψt‖YT ≤ C(f, g, T )‖φ‖H1(M).
En notant < , >la dualité réelle : < f, g >D′(M)R=

∫
M
f1g1 + f2g2 =

∫
M
<(fḡ).

On dé�nit u(t) dans H−1(M) à but R2 identi�é à C par la dualité réelle

〈u(t), φ〉D′(M)R
= 〈u0,Ψt(0)〉D′(M)R

11



Cela dé�nit bien u(t) ∈ H−1(M) car le terme de droite dé�nit bien une forme
R-linéaire sur les fonctions de H1(M) à but R2 identi�é à C. Ceci est vrai car
l'équation est R-linéaire et on a l'inégalité :∣∣∣〈u(t), φ〉D′(M)R

∣∣∣ =
∣∣∣〈u0,Ψt(0)〉D′(M)R

∣∣∣
≤ ‖u0‖H−1(M)‖Ψt(0)‖H1(M)

≤ ‖u0‖H−1(M)‖Ψt‖YT
≤ C(f1, f2, T )‖u0‖H−1(M)‖φ‖H1(M)

Et donc ‖u(t)‖H−1(M) ≤ C(f1, f2, T )‖u0‖H−1(M).

Lemme 1 u dé�nit bien une fonction de Cw([0, T ], H−1(M)).

Dem :Soit φ ∈ H1(M) et Ψt les fonctions correspondantes. Soit t ∈ [0, T ] et
tn → t. On doit prouver 〈u0,Ψtn(0)〉D′(M)R

→ 〈u0,Ψt(0)〉D′(M)R
, que l'on aura

en particulier si Ψtn(0)
H1(M)→ Ψt(0). Soit ε > 0.

Par linéarité, Ψt − Ψtn est solution de l'équation 6, avec condition initiale en
tn : Ψt(tn) − Ψtn(tn). Par le théorème d'existence H1(M) et la remarque 2, il
existe C = C(A) tel que pour tout t ∈ [0, T ],

‖Ψt(0)−Ψtn(0)‖H1(M) ≤ C ‖Ψt(tn)−Ψtn(tn)‖H1(M)

≤ C ‖Ψt(tn)− φ‖H1(M)

≤ C ‖Ψt(tn)−Ψt(t)‖H1(M)

Comme Ψt ∈ C([0, T ], H1(M)), et tn → t, il existe N ∈ N tel que pour
n ≥ N , ‖Ψt(tn)−Ψt(t)‖H1(M) ≤ ε/C, donc ‖Ψt(0)−Ψtn(0)‖H1(M) ≤ ε et

donc, Ψtn(0)
H1(M)→ Ψt(0).♦

Véri�ons maintenant que u(t) ainsi dé�nie véri�e bien ce que l'on veut.
Soit θ ∈ C∞([0, T ]) à but réel et φ ∈ C∞(M). Soit Ψt les fonctions correspon-
dantes à φ, comme précédemment.
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Notation : ∂tΨt(s) = Ψ̇t(s)
On calcule :

A =
∫ T

0

〈
u(t), φ(x)θ̇(t)− i∆φ θ − if(t, x)φ θ − ig(t, x)φ θ

〉
D′(M)R

=
∫ T

0

〈
u0,Ψt(0)θ̇(t)

〉
D′(M)R

+
∫ T

0

〈
u(t),−i∆φ θ − if(t, x)φ θ − ig(t, x)φ θ

〉
D′(M)R

=

〈
u0,

∫ T

0

Ψt(0)θ̇(t)

〉
D′(M)R

+
∫ T

0

〈
u(t),−i∆φ θ − if(t, x)φ θ − ig(t, x)φ θ

〉
D′(M)R

= IPP en t 〈u0,ΨT (0)θ(T )〉D′(M)R
− 〈u0,Ψ0(0)θ(0)〉D′(M)R

−

〈
u0,

∫ T

0

Ψ̇t(0)θ(t)

〉
D′(M)R

+
∫ T

0

〈
u(t),−i∆φ θ − if(t, x)φ θ − ig(t, x)φ θ

〉
D′(M)R

= notationθ(T ) 〈u0,ΨT (0)〉D′(M)R
− θ(0) 〈u0,Ψ0(0)〉D′(M)R

+B

= dé�nition de u(t) 〈uT , φθ(T )〉D′(M)R
− 〈u0, φθ(0)〉D′(M)R

+B

On veut donc montrer B = 0. Or, pour tout t, par dé�nition, φ = Ψt(t) et
comme Ψt(s) est solution de 6, on a

B = −

〈
u0,

∫ T

0

Ψ̇t(0)θ(t)

〉
D′(M)R

+
∫ T

0

〈
u(t),−i∆Ψt(t) θ(t)− if(t, x)Ψt(t) θ(t)− ig(t, x)Ψt(t) θ(t)

〉
D′(M)R

= −

〈
u0,

∫ T

0

Ψ̇t(0)θ(t)

〉
D′(M)R

+
∫ T

0

〈u(t),−∂sΨt(t) θ(t)〉D′(M)R

Or, en dérivant par rapport à t l'expression φ(x) = ψt(t), on obtient 0 =
∂sΨt(t) + Ψ̇t(t). Donc

B = −

〈
u0,

∫ T

0

Ψ̇t(0)θ(t)

〉
D′(M)R

+
∫ T

0

〈
u(t), Ψ̇t(t) θ(t)

〉
D′(M)R

Or, Ψt est solution de i∂sΨt(s)+∆Ψt(s)+f(s, x)Ψt(s)+g(s, x)Ψt(s) = 0. On
dérive cette expression par rapport à t. Donc i∂sΨ̇t(s)+∆Ψ̇t(s)+f1(s, x)Ψ̇t(s)+
f2(s, x)Ψ̇t(s) = 0. Donc, à t �xé, Ψ̇t(s) correspond au φ̃ = Ψ̇t(t) dans la cor-
respondance que l'on a faite entre les φ et Ψt. Donc, par dé�nition de u(t),〈
u(t), Ψ̇t(t)

〉
D′(M)R

=
〈
u0, Ψ̇t(0)

〉
D′(M)R

, de sorte que B = 0 comme voulu.

Donc ∫ T

0

〈
u(t), φ(x)θ̇(t)− i∆φ θ − if(t, x)φ θ − ig(t, x)φ θ

〉
D′(M)R

= 〈uT , φθ(T )〉D′(M)R
− 〈u0, φθ(0)〉D′(M)R

13



Ceci est donc vrai pour θ réel. En réappliquant ce résultat avec φ̃ = iφ et θ
réel, on obtient le résultat pour θ imaginaire pure. On a alors le résultat voulu
par densité des combinaisons linéaires de fonctions de la forme θ(t)φ(x) dans
C∞([0, T ], C∞(M))

Le raisonnement fait dans la détermination de l'équation duale permet d'af-
�rmer que u véri�e l'équation i∂tu+ ∆u+ f̄ u− g ū = 0.

Unicité : Cela résulte toujours du raisonnement de la détermination de l'équa-
tion duale. En e�et, une solution v(t) de i∂tv+∆v+ f̄ v−g v̄ = 0 avec v(0) = u0

doit nécessairement véri�er < v(t), φ(t) >D′(M)R= cste =< u0, φ0 >D′(M)R ,
si φ est solution de l'équation duale. En particulier, on doit avoir pour tout
φ ∈ C∞(M), < v(t), φ >D′(M)R=< u0,Ψt(0) >D′(M)R , ce qui implique u = v.
En fait, la dé�nition de la solution que l'on a utilisé était la seule possible.

Remarque 4 L'équation duale reste vraie pour toute φ ∈ C([0, T ], H1(M))
telle que ∂tφ− i∆φ− ifφ− igφ ∈ L1([0, T ], H1(M)) puisque les formes linéaires
de chaque coté de l'égalité sont bien dé�nies sur cet espace et par densité des
fonctions régulières.

Démonstration : On va procéder par approximation en utilisant le lemme 11
de la partie Divers.
Soit φ ∈ C([0, T ], H1(M)) telle que i∂tφ+∆φ+fφ+gφ = h ∈ L1([0, T ], H1(M)).
Soit ε > 0.
Soit φε,0 ∈ C∞(M) telle que ‖φ(0)− φε,0‖H1(M) ≤ ε.
Soit fε ∈ C∞([0, T ]×M), bornée dans L2(L∞(M)) telle que ‖f−fε‖L2(H1(M)) ≤
ε.
On choisit gε véri�ant les mêmes propriétés par rapport à g.
Soit hε ∈ C∞([0, T ]×M) telles que ‖h− hε‖L1(H1(M)) ≤ ε.
On note φε la solution de{

i∂tφε + ∆φε + fε φε + gε φ̄ε = hε
φε(0) = φε,0

(7)

On véri�e que φε ∈ C∞([0, T ]×M).
Le lemme 11 implique donc que

‖φ− φε‖YT ≤ C(‖φ(0)‖H1(M) + ‖h‖L1(H1) + 2)ε

En particulier, on a φε
ε→0→ φ dans YT .

Montrons que

(fε − f)φε
L1(H1)→ 0 (8)

Soit η > 0. Si on note C la borne des fε dans L2(L∞(M)) ∩ L2(H1(M)).
La suite φε étant de Cauchy, on peut choisir ε0 tel que ε1, ε2 ≤ ε0 implique
‖φε1 − φε2‖YT < η/4C.
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On a, si ε ≤ ε0

‖(fε − f)φε‖L1(H1) ≤ ‖(fε − f)(φε − φε0)‖L1(H1) + ‖(fε − f)φε0‖L1(H1)

≤ ‖fε − f‖L2(H1)∩L2(L∞) ‖φε − φε0‖L2(H1)∩L2(L∞)

+ ‖fε − f‖L2(H1) ‖φε0‖L2(H2)

≤ 2Cη/(4C) + ‖fε − f‖L2(H1) ‖φε0‖L2(H2)

De plus, comme fε
ε→0→ f , dans L2(H1) et φε0 est �xé dans C∞([0, T ]×M), on

trouve un ε′0 tel que pour ε < ε′0

‖fε − f‖L2(H1) ‖φε0‖L2(H2) ≤ η/2

Et on a donc ‖(fε − f)φε‖L1(H1) ≤ η, comme voulu.

Et on obtient une inégalité du même type pour le terme en gφ̄.
Or, par dé�nition de φε et hε

i∂tφε + ∆φε + fε φε + gε φ̄ε
L1(H1)→ i∂tφ+ ∆φ+ fφ+ g φ̄

On a donc par di�érence avec (8) :

i∂tφε + ∆φε + f φε + g φ̄ε
L1(H1)→ i∂tφ+ ∆φ+ fφ+ g φ̄

Les φε étant réguliers, l'équations duale est bien véri�ée avec φε.

<
∫ T

0

∫
M

[
∂tφε − i∆φε − ifφε − igφε

]
u = <

∫
M

φε,TuT −
∫
M

φε,0u0

Par passage à la limite, on a la même équation pour φ.

3 Théorèmes de propagation

3.1 Propagation de la convergence

Théorème 5 Soient un une suite dans H−1(M) de solutions de

i∂tun + ∆un + fn un + gn ūn = 0

avec des fn et gn tels que ‖fn‖L2([0,T ],H1(M)) + ‖fn‖L2([0,T ],L∞(M)) ≤ A, idem
pour gn.
De plus, on suppose qu'il existe u ∈ L∞([0, T ], H−1(M)) telle que

sup0≤t≤T ‖un(t)‖H−1(M) ≤ C, sup0≤t≤T ‖un(t)− u(t)‖
H−

3
2
→ 0

Alors, il existe une sous-suite (un′) de (un) et une mesure positive µ sur ]0, T [×S∗M
telle que pour tout opérateur pseudodi�érentiel tangentiel A = A(t, x,Dx) d'ordre
−2 de symbole principal σ(A) = a2(t, x, ξ),

(A(t, x,Dx)(un′ − u), (un′ − u))L2(]0,T [×M) →
∫

]0,T [×S∗M
a2(t, x, ξ) dµ(t, x, ξ)
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De plus, si Gs dénote le �ot géodésique sur S∗M , on a pour tout s ∈ R,

Gs(µ) = µ

Dem : Existence de la mesure : basée sur l'inégalité de Garding, voir [5]
pour une introduction.
Propagation : Par la remarque 3, fnun + gnūn est bornée dans L2([0, T ], H−s)
pour s > 1, donc on peut en extraire une sous-suite convergeant faiblement vers
Ψ dans L2([0, T ], H−3/2), par exemple. On note hn = Ψ− (fnun + gnūn)
En particulier, par passage à la limite dans l'équation véri�ée par un, u véri�e
l'équation :

i∂tu+ ∆u+ Ψ = 0

rn = un − u est alors solution de solution de

i∂trn + ∆rn = hn

Notons L l'opérateur Lu = i∂tu+ ∆u. Soit ϕ = ϕ(t) ∈ C∞0 (]0, T [), B(x,Dx) un
opérateur pseudodi�érentiel d'ordre −3, de symbole principal b−3, A(t, x,Dx) =
ϕ(t)B(x,Dx). Pour ε > 0, on note Aε = ϕBε = Aeε∆ pour la régularisation.
CommeAεrn etA

∗
εrn sont C

∞, on peut écrire (Lrn, A∗εrn)L2(]0,T [×M) = (hn, A∗εrn)L2(]0,T [×M)

et (Aεrn, Lrn)L2(]0,T [×M) = (Aεrn, hn)L2(]0,T [×M) On écrit de façon classique

αn,ε = (Lrn, A∗εrn)L2(]0,T [×M) − (Aεrn, Lrn, )L2(]0,T [×M)

= ([Aε,∆]rn, rn)L2(]0,T [×M) − i(∂t(Aε)rn, rn)L2(]0,T [×M)

Or, ∂t(Aε) est d'ordre −3 donc

supε(∂t(Aε)rn, rn)L2(]0,T [×M) ≤ C‖rn‖L∞(H−1(M))‖rn‖L∞(H−2)

qui tend vers 0 si n→∞.
Et αn,ε vaut aussi par dé�nition :

αn,ε = (hn, A∗εrn)L2(]0,T [×M) − (Aεrn, hn)L2(]0,T [×M)

Or, ∣∣(hn, A∗εrn)L2(]0,T [×M)

∣∣ ≤ ‖hn‖L2(H−3/2)‖A∗εrn‖L2(H3/2)

≤ ‖hn‖L2(H−3/2)‖rn‖L2(H−3/2)

≤ C‖rn‖L∞(H−3/2)

Donc, supε
∣∣(hn, A∗εrn)L2(]0,T [×M)

∣∣ → 0 quand n → ∞. Et on fait de même
pour l'autre terme. Donc, supεαn,ε → 0.

On obtient donc, en faisant le sup pour ε→ 0,

(ϕ[B,∆]rn, rn)L2(]0,T [×M) → 0 lorsque n→∞
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Que l'on peut réecrire∫
]0,T [×S∗M

ϕ(t) {σ2(∆), b−3} dµ(t, x, ξ) = 0

Ce qui est exactement ce que l'on voulait.

Corollaire 1 Supposons que ω ⊂M satisfait à la propriété (A). Soit (un) une
suite bornée de L∞([0, T ], H−1(M)), convergeant faiblement vers u, de solutions
de

i∂tun + ∆un + fn un + gn ūn = 0

telle que un → u dans L2([0, T ], H−1(ω)) et ‖fn‖L2([0,T ],H1(M)) + ‖fn‖L2([0,T ],L∞(M)) ≤ A,
idem pour gn. Alors, un → u dans L2([0, T ], H−1(M))

Démonstration : Soit (unk) une sous-suite quelconque de (un). Comme
(unk) converge faiblement vers u dans L∞([0, T ], H−1(M)), par le lemme 10
d'Aubin-Lions , il en existe une sous-suite (un′) qui converge fortement vers

u dans L∞([0, T ], H−
3
2 ). D'après le théorème 5, il existe une mesure de défaut

microlocal pour d'ordre −2, invariante par le �ot géodésique. Or, comme un → u
(donc aussi (un′)) dans L2([0, T ], H−1(ω)),

µ = 0 sur ]0, T [×S∗ω

Par l'hypothèse (A), on a donc µ = 0 sur ]0, T [×S∗M , c'est à dire (un′) →
u dans L2([0, T ], H−1(M)). On a donc prouvé que toute sous-suite de un a
une sous-suite convergeant vers u dans L2([0, T ], H−1(M)) donc un → u dans
L2([0, T ], H−1(M)).

Corollaire 2 Si en plus du corollaire 1, on a u = 0, on a convergence dans
L∞([0, T ], H−1(M))

Dem : Comme un → 0 dans L2([0, T ], H−1(M)) , on peut choisir t0 tel que
un(t0) → 0 dans H−1(M). Par le théorème d'existence 4, ‖un(t)‖H−1(M) ≤
C(A)‖un(t0)‖H−1(M) (et donc un → 0 dans L∞([0, T ], H−1(M)).

Corollaire 3 Si en plus du corollaire 1, on a fn = f et gn = g �xes, on a
convergence dans L∞([0, T ], H−1(M))

Dem : rn = un − u véri�e les propriétés du corollaire 2. Donc la convergence
se fait aussi dans L∞([0, T ], H−1(M)).

3.2 Propagation de la régularité de H−1(M) à H1(M).

On fait d'abord deux remarques préliminaires
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Remarque 5 On a vu à la remarque 3 que

‖fu‖H1 ≤ ‖f‖H1 ‖u‖H1+ε ∀ε > 0

et on a
‖fu‖L2 ≤ ‖f‖L∞ ‖u‖L2

Donc, par interpolation sur les Hs, pour l'application u 7→ fu, si f ∈ L∞ ∩H1,
et θ ∈ [0, 1]

‖fu‖Hθ ≤ ‖f‖
θ
L∞ ‖f‖

1−θ
H1 ‖u‖Hθ(1+ε) ≤ max(‖f‖L∞ , ‖f‖H1) ‖u‖Hθ(1+ε)

Par dualité, si θ ∈ [0, 1]

‖fu‖H−θ(1+ε) ≤ ‖f‖θL∞ ‖f‖
1−θ
H1 ‖u‖H−θ

Puisque

< fu, ϕ > = < u,ϕf >

≤ ‖u‖H−θ ‖ϕf‖Hθ
≤ ‖u‖H−θ ‖f‖

θ
L∞ ‖f‖

1−θ
H1 ‖ϕ‖Hθ(1+ε)

En particulier, si f dans L2([0, T ], H1)∩L2([0, T ], L∞) (doncmax(‖f(t)‖H1 , ‖f(t)‖L∞) ∈
L2([0, T ]) et u ∈ L∞([0, T ], Hr+ε), alors fu ∈ L2([0, T ], Hr), pour r ∈ [−1−ε, 1]
et ε > 0.

‖fu‖L2([0,T ],Hr) ≤ ‖max(‖f(t)‖H1 , ‖f(t)‖L∞)‖
L2([0,T ])

‖u‖L∞([0,T ],Hr+ε)

Remarque 6 Soit ε > 0 et r ∈ [−1−ε, 1]. Si u est solution à valeur L2([0, T ], Hr+ε)de

i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = h

avec f , g dans L2([0, T ], H1) ∩ L2([0, T ], L∞) et h dans L1([0, T ], Hr) alors u
est à valeur C([0, T ], Hr).
On écrit la formule de Duhamel en choisissant t0(noté 0 dans la formule) tel
que u(t0) ∈ Hr+ε

u(t) = eit∆u0+i
∫ t

0

ei(t−τ)∆f u(τ)dτ+i
∫ t

0

ei(t−τ)∆g ū(τ)dτ−i
∫ t

0

ei(t−τ)∆h(τ)dτ

et on a fu, gū et h ∈ L1([0, T ], Hr).

Lemme 2 Soit ε > 0 et ρ ≤ 1/2. Soit r ∈ [−1 + ε/2, 1 + ε/2].
Si u est solution à valeur L2

loc(]0, T [, Hr)de

i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = h

avec f , g dans L2([0, T ], H1) ∩ L2([0, T ], L∞) et h dans L2
loc(]0, T [, Hr−ε).

On suppose aussi que u ∈ L2
loc(]0, T [, Hr+ρ−ε(ω)) où ω véri�e la condition (A).

Alors u ∈ L2
loc(]0, T [, Hr+ρ−ε)
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Démonstration : Grâce au remarques précédentes, on peut appliquer directe-
ment la proposition 13 de l'article [2].
Il su�t en e�et de véri�er que fu ∈ L2

loc(]0, T [, Hr−ε) (idem pour gū) et
u ∈ C(]0, T [, Hr−ε).
Or, u ∈ L2

loc(]0, T [, Hr) pour r ∈ [−1+ε/2, 1+ε/2] ⊂ [−1, 1+ε/2], est solution de
Schrödinger avec terme linéaire, donc par la remarque 6, u ∈ C(]0, T [, Hr−ε/2).
Or, par la remarque 5, comme u ∈ L∞loc(]0, T [, Hr−ε/2) pour r ∈ [−1 + ε/2, 1 +
ε/2], donc r − ε/2 ∈ [−1, 1], alors fu ∈ L2

loc(]0, T [, Hr−ε).
Donc, les remarques s'apliquent si r ∈ [−1 + ε/2, 1 + ε/2].

Lemme 3 Soit ε > 0.
Si u est solution à valeur C([0, T ], H−1)de

i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = 0

avec f , g dans L2([0, T ], H1) ∩ L2([0, T ], L∞).
On suppose aussi que u ∈ L2

loc([0, T ], H−1/2−ε(ω))
Alors u ∈ L2

loc(]0, T [, H−1/2−ε)

Démonstration : On applique la remarque 5 (elle s'applique bien, c'est la cas
limite) et on obtient fu ∈ L2

loc(]0, T [, H−1−ε). On a aussi u ∈ C(]0, T [, H−1−ε).
Donc la proposition 13 de l'article [2] s'applique et on a u ∈ L2

loc(]0, T [, H−1/2−ε).

Théorème 6 Soit ε > 0.
Si u est solution à valeur C([0, T ], H−1)de

i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = 0

avec f , g dans L2([0, T ], H1) ∩ L2([0, T ], L∞).
On suppose aussi que u ∈ L2

loc(]0, T [, H3/2−ε(ω))
Alors u ∈ L2

loc(]0, T [, H3/2−ε) et donc dans C([0, T ], H1)

Démonstration : On applique d'abord le lemme 3 puis le lemme 2 tant que
l'on peut.
On obtient ensuite C([0, T ], H1) en appliquant le théorème d'existence globale
à partir d'un t0 tel que u(t0) ∈ H1(M).

4 Contrôle linéaire

4.1 Inégalité d'observabilité dans H−1(M)

Théorème 7 Supposons que ω véri�e la condition (A) et (B). Soit ϕ une fonc-
tion C∞ réelle sur M égale à 1 sur ω. Alors, pour tout T > 0, A > 0, il existe
une constante C = C(T,A, ω) telle que l'inégalité

‖u0‖2H−1(M) ≤ C
∫ T

0

‖ϕu(t)‖2H−1(M) dt

19



soit véri�ée pour toute solution u(t, x) du système{
i∂tu+ ∆u+ f̄ u− g ū = 0 sur [0, T ]×M

u(0) = u0 ∈ H−1(M) (9)

∀f, g tels que ‖f‖L2([0,T ],H1(M)) ≤ A et ‖f‖L2([0,T ],L∞(M)) ≤ A et idem pour g.

Dem : Supposons l'inégalité non véri�ée, il existe donc une suite un de
solution dans H−1(M) avec des fn et gn avec les normes bornées par A tels que

‖un(0)‖H−1(M) = 1 et ϕun
L2([0,T ],H−1(M))→ 0.

Par le lemme 9 d'Aubin-Lions, on trouve une sous-suite (encore appelée un) et

u ∈ L∞([0, T ], H−1(M)) telle que un(t)
H−1(M)
⇀ u(t).

Par le corollaire 1, on a en fait convergence forte de un vers u dans L
2([0, T ], H−1(M)).

Comme fn est bornée dans L
2([0, T ], H1(M)), on peut en extraire une sous-suite

qui converge faiblement vers une fonction f . On a pour toute φ ∈ C∞([0, T ]×M)

< fn, φ >≤ A ‖φ‖L2([0,T ],L1)

donc ‖f‖L2([0,T ],L∞(M)) ≤ A. On prouve de même pour gn
L2([0,T ],H1(M))

⇀ g.

Donc, comme fn
L2([0,T ],H1(M))

⇀ f et un
L2([0,T ],H−1(M))→ u, on a fnun

L1([0,T ]×M)
⇀

fu.
Par passage à la limite, u est donc aussi solution de 9 avec f et g.

Or, comme ϕun
L2([0,T ],H−1(M))→ 0, on a ϕu = 0.

De plus, par le théorème 6 de propagation de la régularité , on a en particulier
u ∈ C([0, T ], H1(M)).
u est donc solution dans C([0, T ], H1(M)) de{

i∂tu+ ∆u+ f̄ u− g ū = 0 sur [0, T ]×M
u(0) = u0 ∈ H1(M) (10)

avec f, g ∈ L2([0, T ], H1(M)) ∩ L2([0, T ], L∞(M)) et u = 0 sur ω. L'hypothèse
de prolongement unique (B) implique donc u = 0.

Le corollaire 2 nous donne maintenant que un
L∞([0,T ],H−1(M))→ 0. Ce qui contre-

dit ‖un(0)‖H−1(M) = 1.
Et on prouve alors l'inégalité voulue.

Remarque 7 On ne peut pas se passer de l'hypothèse de prolongement unique.
En e�et, elle est nécessaire puisqu'elle est impliquée par l'inégalité d'observabi-
lité : si une solution d'une équation pour laquelle on a l'inégalité d'observabilité,
véri�e ϕu = 0, on a u0 = 0 et donc par le théorème 4 d'existence et unicité ,
u = 0.

4.2 Contrôle linéaire dans H1(M)

Théorème 8 Sous les condition (A) et (B). Soit f1(t, x), f2(t, x) ∈ L2([0, T ], H1(M))∩
L2([0, T ], L∞(M)). Soit u0 ∈ H1(M) et T > 0. Alors, il existe un contrôle g
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dans C(R, H1(M)) à support dans [0, T ] × ω tel que l'unique solution du sys-
tème : {

i∂tu+ ∆u+ f1 u+ f2 ū = g̃,
u(x, 0) = u0(x) (11)

avec g̃ = g si 0 ≤ t ≤ T et 0 ailleurs, et satisfait u(t, .) ≡ 0 pour t ≥ T .

Dem : Par un argument de compacité, on prouve qu'il existe un ouvert ω′

satisfaisant (A) et tel que ω′ ⊂ ω.
Argument rapide : pour tout m0 = (x0, ξ0) ∈ S∗M , on trouve un temps t tel
que le �ot du Hamiltonien envoie ce point dans ω. On trouve donc un petit
voisinage compact Vm0 de m0 tel que le �ot en temps t l'envoie dans ω. Comme
S∗M est compact, on le recouvre par de tels ouverts Int(Vmi) et on en trouve
un sous recouvrement �ni par des ouverts Vmi qui arrivent en ω en temps ti.
L'union de l'image par le �ot en temps ti des Vmi est alors un ouvert véri�ant
les propriétés voulues puisque le Hamiltonien de ∆ sera homogène d'ordre 2.

On introduit alors ϕ ∈ C∞(M) à valeur réelle, supportée dans ω et telle que
ϕ = 1 sur ω′.

On considère le système{
i∂tu+ ∆u+ f1 u+ f2 ū = g

u(T ) = 0 (12)

Soit v ∈ Cw([0, T ], H−1(M)) dé�nie dans le théorème d'existence 4. v véri�e
l'équation duale dans H−1(M) avec condition initiale v(0) = v0. La fonction v
est alors solution de

i∂tv + ∆v + f̄1 v − f2 v̄ = 0.

De plus, grâce à la remarque 4, si g ∈ L1([0, T ], H1(M)) on peut écrire :

<
∫ T

0

∫
M

[∂tu− i∆u− if1u− if2u] v = <
∫
M

uT vT −
∫
M

u0v0

<
∫ T

0

∫
M

−igv = −<
∫
M

u0v0

On dé�nit la fonction continue Λ : H−1(M) → H1(M) par Λv0 = u0 avec le
choix

g = −iAv = −iϕ(x)(1−∆)−1ϕ(x)v(t, x)

On a alors bien g ∈ L1([0, T ], H1(M)) (et même L∞([0, T ], H1(M))).
Donc,

〈Λv0, v0〉D′(M)R
=
∫ T

0

〈Av, v〉D′(M)R
=
∫ T

0

‖Bv(t)‖2L2 dt

où on a noté Bv(t, x) = (1−∆)−1/2ϕ(x)v(t, x) et donc

〈Λv0, v0〉D′(M)R
=
∫ T

0

‖ϕv(t)‖2H−1 dt
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De la même manière, si w0 ∈ H−1(M) et w solution de l'équation duale du
théorème d'existence 4, on prouve

〈Λv0, w0〉D′(M)R
=
∫ T

0

〈Av,w〉D′(M)R

Comme A est autoadjoint, l'opérateur Λ est donc aussi autoadjoint pour le
produit scalaire réel 〈〉D′(M)R

. Or, par le théorème 7, la forme quadratique liée à

Λ est aussi coercive, donc Λ est donc un isomorphisme de H−1(M) dans H1(M).
Ce qui donne le résultat voulu.

Remarque 8 La norme d'endomorphisme de Λ correspond à celle du �ot li-
néaire, donc elle ne dépend que de T des normes de f1 et f2 et de ϕ.
La norme d'endomorphisme de Λ−1 est alors majorée par la constante de coer-
civité qui est en fait celle de l'inégalité d'observabilité.
On a donc que pour ‖f1‖L2([0,T ],H1(M))∩L2([0,T ],L∞(M)) ≤ A et idem pour f2,

alors les normes Λ et Λ−1 sont majorées par des constantes ne dépendant que
de A, T et ϕ.

5 Contrôle non-linéaire près d'une trajectoire

Soit T > 0. Soit w0 dans H1(M) et w la solution de

{
i∂tw + ∆w − P ′(|w|2)w = 0

w(x, 0) = w0(x) (13)

Soit h(u) = P ′(|u|2)u pour u ∈ C. On écrit

h(w + r)− h(w) = Dh(w).r +
∫ 1

0

(1− s)D2h(w + rs).(r, r)ds

= r
∂h

∂u
(w) + r̄

∂h

∂ū
(w) + r2

∫ 1

0

(1− s)∂
2h

∂u2
(w + rs)ds

+r̄2

∫ 1

0

(1− s)∂
2h

∂ū2
(w + rs)ds+ 2rr̄

∫ 1

0

(1− s) ∂
2h

∂u∂ū
(w + rs)ds

On a alors dans ce cas ∂h
∂u (w) ∈ L2([0, T ], H1(M)) ∩ L2([0, T ], L∞(M)).

En e�et, w ∈ YT ⊂ L∞([0, T ], H1(M))∩Lp([0, T ], L∞(M)) pour tout p <∞ et
∂h
∂u (w) est un polynôme en w.
Le théorème 8 a alors prouvé que sous les hypothèses (A) et (B), on a un contrôle
pour l'équation linéaire

i∂tu+ ∆u− u∂h
∂u

(w)− ū∂h
∂ū

(w)

C'est à dire qu'il existe un isomorphisme S de H−1(M) dans H1(M) tel que
pour tout u0 dans H1(M), il existe Φ0 = S−1u0, u0 = SΦ0 tel que si Φ est la
solution du système dual
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{
i∂tΦ + ∆Φ− Φ∂h

∂u (w) + Φ̄∂h
∂ū (w) = 0

Φ(x, 0) = Φ0(x)
(14)

et u solution de{
i∂tu+ ∆u− u∂h∂u (w)− ū∂h∂ū (w) = −iAΦ

u(x, 0) = u0(x)
(15)

On ait u(T ) = 0.
On a aussi vu à la remarque 8 que les normes d'opérateur de S et S−1 ne
dépendent que de T , ω (la fonction ϕ est construite sur ω) et de la norme de
∂h
∂u (w) dans L2([0, T ], H1(M))∩L2([0, T ], L∞(M)) qui est lui même majoré par
une constante C(T, ω, ‖w0‖H1(M)).

Théorème 9 Sous les hypothèses précédentes, il existe ε(T, ω, ‖w0‖H1(M)) tel

que pour tout u0 ∈ H1(M) tel que ‖u0 − w0‖H1 < ε, alors il existe g ∈
L1([0, T ], H1(M)) à support dans [0, T ] × ω tel que l'unique solution u dans
C([0, T ], H1(M)) de{

i∂tu+ ∆u− P ′(|u|2)u = g
u(x, 0) = u0(x) (16)

véri�e u(T ) = w(T ).
De plus, on peut choisir g tel que l'on ait une estimation

‖g‖L1([0,T ],H1(M)) ≤ C(T, ω, ‖w0‖H1(M))

Dem : On va chercher g sous la forme −iAΦ où Φ est solution du système 14,
comme dans le contrôle linéaire. Le but est donc de choisir le Φ0 adequat et tout
le système est alors déterminé.
Notons r = u − w, donc u = w + r, en faisant la di�érence entre 16 et 13, on
véri�e que r doit véri�er l'équation :{

i∂tr + ∆r −
[
P ′(|w + r|2)(w + r)− P ′(|w|2)(w)

]
= −iAΦ

r(x, 0) = r0(x) (17)

Avec ‖r0‖H1(M) < ε. Et on cherche un contrôle tel que r(T ) = 0.

On va décomposer r = r1 + r2 avec r1 solution de l'équation linéaire{
i∂tr1 + ∆r1 − r1

∂h
∂u (w)− r1

∂h
∂ū (w) = −iAΦ

r1(x, T ) = 0
(18)

qui correspond en fait à un contrôle linéaire, c'est à dire que r1(0) = SΦ0

et r2 solution de

{
i∂tr2 + ∆r2 − r2

∂h
∂u (w)− r̄2

∂h
∂ū (w)−

∫ 1

0
(1− s)D2h(w + rs).(r, r)ds = 0

r2(x, T ) = 0
(19)
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Pour montrer que r2 est bien dé�ni, il su�t de montrer que
∫ 1

0
(1−s)D2h(w+

rs).(r, r)ds est dans L1([0, T ], H1(M)), pour Φ0 dans H−1(M).

Lemme 4 Il existe C(T, ‖w0‖H1(M)) tel que si ‖Φ0‖H−1(M) < η(T, ‖w0‖H1(M))
assez petit et T < 1∫ 1

0

(1− s)D2h(w + rs).(r, r)ds ≤ CT δ‖Φ0‖2H−1(M)

avec δ > 0, β = degP et on suppose 2β − 1 ≥ 3⇔ β ≥ 2.

Remarque 9 La condition β ≥ 2 n'est pas restrictive puisque le cas β = 1
correspond à P ′ = cste qui correspond au cas linéaire que l'on sait déjà résoudre.

Dem :On se contente de traiter le terme
∥∥∥r2

∫ 1

0
(1− s)∂

2h
∂u2 (w + rs)ds

∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

,

les autres termes en r̄2 et rr̄ se traitant de la même façon.
Comme h est polynomial (en u et ū) de degré 2β − 1, ∂2h

∂2u est polynomial

de degré 2β − 3. Donc, comme ‖ukūl‖H1(M) ≤ C‖u‖H1(M)‖u‖k+l−1
L∞(M), on a

‖∂
2h
∂2u (w+rs)‖H1(M) ≤ C(1+‖w+rs‖H1(M) +‖w+rs‖H1(M)‖w+rs‖2β−4

L∞(M)) et

‖∂
2h
∂2u (w + rs)‖L∞(M) ≤ C(1 + ‖w + rs‖2β−3

L∞(M) ≤ C(1 + ‖w‖2β−3
L∞(M) + ‖r‖2β−3

L∞(M))
pour s ∈ [0, 1]. Donc∥∥∥∥r2

∫ 1

0

(1− s)∂
2h

∂u
(w + rs)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

≤ C

∫ T

0

‖r‖H1(M)‖r‖L∞(M)Q1(‖w‖H1(M), ‖r‖H1(M), ‖w‖L∞(M), ‖r‖L∞(M))

+
∫ T

0

‖r‖2L∞(M)Q2(‖w‖H1(M), ‖r‖H1(M), ‖w‖L∞(M), ‖r‖L∞(M))

où Q1, Q2 sont des polynômes de degré au plus 2β − 3
≤ R1 +R2

Où R2 est une somme de termes de la forme∫ T

0

‖w‖aH1(M)‖r‖
b
H1(M)‖w‖

c
L∞(M)‖r‖

2+d
L∞(M)

Où a,b,c,d sont dans N, que l'on peut majorer par

‖w‖aYT ‖r‖
b
YT

∫ T

0

‖w‖cL∞(M)‖r‖
2+d
L∞(M)

≤ ‖w‖aYT ‖r‖
b
YT ‖w‖

c
Lp([0,T ],L∞(M))‖r‖

2+d
Lp([0,T ],L∞(M))T

γ par Hölder en temps

≤ ‖w‖a+c
YT
‖r‖b+2+d

YT
T γ
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R1 se traite de la même façon puisque somme de termes de la forme∫ T

0

‖w‖aH1(M)‖r‖
1+b
H1(M)‖w‖

c
L∞(M)‖r‖

1+d
L∞(M)

Avec γ = 1 − 2+d+c
p > 0 si p est assez grand. On obtient donc, si on suppose

pour simpli�er T < 1, avec un δ > 0 et k ∈ N :∥∥∥∥r2

∫ 1

0

∂2h

∂2u
(w + rs)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

≤ C(T, ‖w0‖H1(M))T
δ(‖r‖2YT + ‖r‖2+k

YT
) (20)

Reste donc à majorer ‖r‖YT en se basant sur l'équation non linéaire 17. Pour

h(u) = P ′(|u|2)u pour u ∈ C. On écrit h(w + r)− h(w) = r
∫ 1

0
∂h
∂u (w + rs)ds+

r̄
∫ 1

0
∂h
∂ū (w + rs)ds.

Par l'inégalité de Strichartz non-homogène de [1], et comme r(T ) = 0, on ob-
tient :

‖r‖YT ≤ C‖AΦ + h(w + r)− h(w)‖L1([0,T ],H1(M)) + C‖r(T )‖H1(M)

≤ C‖AΦ‖L1([0,T ],H1(M)) +
∥∥∥∥r ∫ 1

0

∂h

∂u
(w + rs)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

+
∥∥∥∥r̄ ∫ 1

0

∂h

∂ū
(w + rs)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

On se contente de majorer le terme en r, celui en r̄ se traitant de la même façon.
Par le même type de majorations que le calcul précédent, comme ∂h

∂u (w + rs)
est encore polynomiale, on prouve que

∥∥∥∥r ∫ 1

0

∂h

∂u
(w + rs)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

≤ C(T, ‖w0‖H1(M))T
λ(‖r‖YT + ‖r‖1+l

YT
)

Avec λ > 0 et l ∈ N. On obtient donc

‖r‖YT ≤ C‖AΦ‖L1([0,T ],H1(M)) + CTλ(‖r‖YT + ‖r‖1+l
YT

)

En fait, mis à part l'argument r(T ) = 0, ce que l'on vient de prouver est vrai
sur tout sous-intervalle [t1, t2]de [0, T ] pour lequel on peut écrire :

‖r‖Y[t1,t2] ≤ C(T, ‖w0‖H1(M))
(
‖AΦ‖L1([0,T ],H1(M)) + ‖r(t1)‖H1(M) + (t2 − t1)λ(‖r‖Y[t1,t2] + ‖r‖1+l

Y[t1,t2]

)
Par un argument de type lemme du piège (voir paragraphe 8), on prouve que si
‖AΦ‖L1([0,T ],H1(M)) ≤ C‖Φ0‖H1(M) est assez petit (‖r(T )‖H1(M) = 0 est donc
trivialement "assez petit") :

‖r‖YT ≤ C‖AΦ‖L1([0,T ],H1(M)) ≤ C(T, ‖w0‖H1(M))‖Φ0‖H−1(M)
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Ici, la notion de "assez petit" ne dépend que de T et de constante C(T, ‖w0‖H1(M)).
Donc, par l'inégalité 20∥∥∥∥r2

∫ 1

0

∂2h

∂2u
(w + rs)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

≤ CT δ(‖Φ0‖2H−1(M) + ‖Φ0‖2+k
H−1(M))

≤ CT δ‖Φ0‖2H−1(M)

Si φ0 est assez petit. ♦
On note LΦ0 = r(0) = r1(0) + r2(0) = SΦ0 +KΦ0. KΦ0 = r2(0)

Donc LΦ0 = r0 équivaut à Φ0 = −S−1KΦ0+S−1r0. Si on dé�nitB : H−1(M) → H−1(M)
par

BΦ0 = −S−1KΦ0 + S−1r0

On a alors LΦ0 = r0 si et seulement si Φ0 est un point �xe de B. On va donc
prouver que si ‖r0‖H1(M) est assez petit, B est contractante sur une petite boule
BR de H−1(M).
On peut supposer T < 1. On a

‖BΦ0‖H−1(M) ≤ C(‖KΦ0‖H1(M) + ‖r0‖H1(M))

C'est à dire ‖BΦ0‖H−1(M) ≤ C(‖r2(0)‖H1(M) + ‖r0‖H1(M)). Or, par la re-
marque 1 et comme r2(T ) = 0, on a :

‖r2(0)‖H1(M) ≤ ‖r2‖YT ≤ C

∥∥∥∥∫ 1

0

(1− s)D2h(w + rs).(r, r)ds
∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

≤ lemme 4C‖Φ0‖2H−1(M)

(si R est assez petit pour que le lemme 4 s'applique)
On en est donc à ‖BΦ0‖H−1(M) ≤ C(‖Φ0‖2H−1(M) + ‖r0‖H1(M)). Donc, pour
R2 < 1/2C et ‖r0‖H1(M) < R/2C assez petits, B envoie BR dans BR. On
prouve qu'elle est contractante.

On examine le système obtenu par di�érence du système 19 avec deux solu-
tions r et r̃ correspondant respectivement à Φ et Φ̃

i∂t(r2 − r̃2) + ∆(r2 − r̃2)− (r2 − r̃2)∂h∂u (w)− (r2 − r̃2)∂h∂ū (w)
−
[∫ 1

0
(1− s)D2h(w + rs).(r, r)ds−

∫ 1

0
(1− s)D2h(w + r̃s).(r̃, r̃)ds

]
= 0

(r2 − r̃2)(T ) = 0

et le système obtenu par la di�érence de 17 avec un r et r̃
i∂t(r − r̃) + ∆(r − r̃)

−
[
P ′(|w + r|2)(w + r)− P ′(|w + r̃|2)(w + r̃)

]
= −iA(Φ− Φ̃)

r(T )− r̃(T ) = 0
(21)

On obtient
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∥∥∥B(Φ0)−B(Φ̃0)
∥∥∥
H−1(M)

≤ C
∥∥∥K(Φ0)−K(Φ̃0)

∥∥∥
H1(M)

≤ C ‖r2(0)− r̃2(0))‖H1(M)

Or, par la remarque 1 et comme (r2−r̃2)(T ) = 0, on a pour un C = C(T, ‖w0‖H1) :∥∥∥B(Φ0)−B(Φ̃0)
∥∥∥
H−1(M)

≤ C

∥∥∥∥∫ 1

0

(1− s)D2h(w + rs).(r, r)ds

−
∫ 1

0

(1− s)D2h(w + r̃s).(r̃, r̃)ds
∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

Or, c'est une somme �nie de termes de la forme wk(r̄2+lrn−¯̃r
2+l

r̃n), wk(r̄1+lr1+n−
¯̃r

1+l
r̃1+n) ou wk(r̄lr2+n − ¯̃r

l
r̃2+n) dont on peut majorer (si "p assez grand") la

norme L1([0, T ], H1(M)) par CT δ ‖r − r̃‖YT
(
‖r‖1+l

YT
+ ‖r̃‖1+l

YT

)
‖w‖kYT

Cela donne alors∥∥∥B(Φ0)−B(Φ̃0)
∥∥∥
H−1(M)

≤ C ‖r − r̃‖YT
(
‖r‖YT + ‖r̃‖YT + ‖r‖2β−2

YT
+ ‖r̃‖2β−2

YT

)
≤ C ‖r − r̃‖YT

(
‖Φ0‖YT +

∥∥∥Φ̃0

∥∥∥
YT

+ ‖Φ0‖2β−2
YT

+
∥∥∥Φ̃0

∥∥∥2β−2

YT

)
≤ CR ‖r − r̃‖YT si R assez petit

En appliquant le même type d'inégalités au système 21 de r − r̃

‖r − r̃‖YT ≤
∥∥∥h(w + r)− h(w + r̃) +A(Φ− Φ̃)

∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

≤ ‖h(w + r)− h(w + r̃)‖L1([0,T ],H1(M)) + C
∥∥∥A(Φ− Φ̃)

∥∥∥
L∞([0,T ],H1(M))

≤
∥∥∥∥(r − r̃)

∫ 1

0

∂h

∂u
(w + (r − r̃)s)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

+
∥∥∥∥(r − r̃)

∫ 1

0

∂h

∂ū
(w + (r − r̃)s)ds

∥∥∥∥
L1([0,T ],H1(M))

+ C
∥∥∥Φ0 − Φ̃0

∥∥∥
H1(M)

Par les mêmes majorations que dans le lemme 4, on obtient successivement

‖r − r̃‖YT ≤ C
∥∥∥Φ0 − Φ̃0

∥∥∥
H1(M)

+ CTλ(‖r − r̃‖YT + ‖r − r̃‖1+l
YT

)

Et pour R assez petit, par le lemme du piège, on obtient

‖r − r̃‖YT ≤ C
∥∥∥Φ0 − Φ̃0

∥∥∥
H1(M)

On obtient donc∥∥∥B(Φ0)−B(Φ̃0)
∥∥∥
H−1(M)

≤ CR
∥∥∥Φ0 − Φ̃0

∥∥∥
H1(M)
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Donc, B est une contraction si R est assez petit.

Reste à prouver la majoration sur la norme de g. En fait, on a

‖g‖L1([0,T ],H1(M)) = ‖AΦ‖L1([0,T ],H1(M))

≤ C ‖Φ0‖H1(M)

≤ CR

≤ C(T, ‖w0‖H1(M)) par choix

Remarque 10 En échangeant 0 et T , c'est à dire en inversant le temps, et
comme e−it∆ a les mêmes propriétés que eit∆, on prouve de même que si w
est la solution de NLS avec w(T ) = wT et si ‖uT − wT ‖H1 < ε, alors il existe
g ∈ L1([0, T ], H1(M)) à support dans [0, T ] × ω tel que l'unique solution u de
NLS avec terme source g et condition initiale u(T ) = uT véri�e u(0) = w(0).
C'est à dire que l'on peut de même contrôler en "sens inverse".

Remarque 11 On remarque que dans ce qu'on a montré et en utilisant la re-
marque 10, le ε ne dépend que de ‖w‖YT (c'est à dire de ‖wT ‖H1(M)) et de la

constante C du contrôle linéaire, qui ne dépend elle même que de ‖f‖L2([0,T ],H1(M)+
‖f‖L2([0,T ],L∞(M) qui peut d'après notre choix de f = ∂h

∂u (w) être dominée par

‖wT ‖H1(M) (idem pour g).
On a donc montré qu'à T �xé, et pour un A �xé, il existe un ε tel que pour tout
wT tel que ‖wT ‖H1(M) ≤ A, on peut contrôler près de w si ‖uT − wT ‖H1 < ε.

6 Contrôle non-linéaire vers 0

En faisant le changement d'inconnue u(t, .) = exp(iλt)v(t, .), on remplace P ′

par (P ′+λ). Par l'hypothèse P ′ →r→+∞ +∞, on peut donc supposer P ′(r) ≥ 1,
si r ≥ 0.
En particulier, on a E(u) ≥ ‖u‖H1

On fait aussi le choix d'une non-linéarité de la forme P =
∑
k pkx

αk avec pk > 0
et αk ≥ 1 car P (0) = 0. Cela contient ainsi le cas classique P = xα que l'on
transforme en P = xα + x par changement d'inconnue.
On remarque alors que si λ ∈ [0, 1] alors, E(λu) ≤ λ2E(u)

E(λu) = λ2

∫
M

|∇u|2 +
∑
k

pkλ
2αk

∫
M

|u|2αk

≤ λ2

∫
M

|∇u|2 + λ2
∑
k

pk

∫
M

|u|2αk car λ2αk ≤ λ2

≤ λ2E(u)

Théorème 10 Supposons que ω véri�e les hypothèses (A) et (B) et P à coef-
�cients positifs. Alors, pour tout A ≥ 0, il existe un T (A) et C(A) tel que pour
tout w0 ∈ H1(M) véri�ant

E(w0) ≤ A
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on ait un contrôle g ∈ L1([0, T ], H1(M)) pour NLS tel que l'on ait w(T ) = 0.
De plus, on peut choisir g tel que ‖g‖L1([0,T (A)],H1(M) ≤ C(A).

Démonstration : On va procéder par contrôles successifs près de trajectoires
de NLS. A chaque étape, on va faire un contrôle près de la trajectoire de NLS
correspondant au point de départ. On choisira le point d'arrivée (nécessairement
proche du point d'arrivée sans terme de contrôle) de sorte que l'énergie diminue.
Cela sera possible puisque le �ot de NLS sans terme source conserve l'énergie.

Soit A ≥ 0 et w0 ∈ H1(M) tel que E(w0) ≤ A.
Soit T < 1 quelconque.
Notons ε le ε(T,A) correspondant à T et A dans le théorème 9 de contrôle près
d'une trajectoire.
Soit ε̃ celui qui correspond à A = 0, c'est à dire le contrôle près de 0.
Soit w solution de NLS avec w(0) = w0.{

i∂tw + ∆w − P ′(|w|2)w = 0
w(x, 0) = w0(x) (22)

On a donc E(w(T )) = E(w0) par conservation de l'énergie donc ‖wT ‖H1 ≤ A.
En particulier, on a un contrôle non linéaire près de w pour le ε. On choisit le
point d'arrivée uT = (1− ε/A)wT de sorte que

‖uT − wT ‖H1 = ε/A ‖wT ‖H1 ≤ ε

Le théorème 9 fournit donc un g à support dans [0, T ] × ω tel que si u est la
solution de {

i∂tu+ ∆u− P ′(|u|2)u = g
u(x, 0) = w0(x) (23)

on ait aussi u(T ) = uT .
Si 1− ε/A > 0, on a E(uT ) ≤ (1− ε/A)2E(wT ) = (1− ε/A)2E(w0).
On a encore A ≥ E(uT ) donc on peut réitérer avec le même ε sur l'intervalle
[T, 2T ].
On construit ainsi une suite de contrôles gn dans L1([nT, (n+ 1)T ], H1(M)) et
de solutions un dans C([nT, (n+ 1)T ], H1(M)) de{

i∂tun + ∆un − P ′(|un|2)un = gn
un(x, nT ) = un−1(x, nT ) (24)

avec E(un(nT ) ≤ (1−ε/A)2E(un−1((n−1)T )) donc E(un(nT )) ≤ (1−ε/A)2nE(w0) ≤
(1− ε/A)2nA.
En particulier, il existe N ne dépendant que de A (et du T arbitraire) tel que

(1− ε/A)2NA ≤ ε̃

De sorte que l'on a un contrôle vers 0 en temps T à partir de un(NT ).
Si on recolle les un (respectivement les gn) en une fonction u de C([0, (N +

29



1)T ], H1(M)) (respectivement g dans L1([0, (N + 1)T ], H1(M)), on obtient une
fonction u solution de{

i∂tu+ ∆u− P ′(|u|2)u = g
u(x, 0) = w0(x) (25)

et telle que u((N + 1)T ) = 0.
On a alors ‖g‖L1([0,(N+1)T ],H1(M) =

∑
‖gn‖L1([nT,(n+1)T ],H1(M) ≤ C(A)

En fait, si on avait 1− ε/A ≤ 0, c'est à dire ‖vT ‖H1(M) ≤ A ≤ ε, c'est que le
théorème 9 nous permettait de contrôler directement vers 0 en une seule étape.

7 Théorèmes de prolongement unique et inégali-

tés de Carleman

Ces résultats s'obtiennent à partir d'inégalités à poids dites de Carleman.
L'idée générale est de conjuguer l'opérateur par un poids de la forme e−γΦ.
Lorsque le paramètre γ devient grand, cette modi�cation permet en quelque
sorte d'accentuer l'e�et de l'opérateur.

7.1 Cas du tore en dimension 2

Dans cette section, on se propose de prouver de façon très élémentaire un
théorème d'unicité dans un cas très particulier, celui de la métrique plate sur le
tore. On va pour cela prouver une inégalité de Carleman. On utilisera ensuite
ce résultat pour expliciter le prolongement unique sur le tore annoncé dans l'in-
troduction.

Théorème 11 Soit P = i∂t + ∂2
x + ∂2

y l'opérateur de Schrödinger.
Soit K un compact de R× R2.
Soit Φ(t, x, y) une fonction poids réelle telle que

∇R2Φ ne s'annule pas sur K (26)

D2
R2Φ est dé�nie positive sur K (27)

(où l'indice R2 indique que l'on ne considère que les dérivées en espace x et y).
Alors, il existe γ0 > 0, C > 0 telle que ∀γ ≥ γ0 et ∀v ∈ C∞0 (R× R2) à support
dans K ∥∥eγΦPv

∥∥2

L2 ≥ Cγ
∥∥eγΦ∇R2v

∥∥
L2 + Cγ3

∥∥eγΦv
∥∥
L2

Démonstration : On note Pγ,Φu = eγΦPe−γΦu l'opérateur de conjugaison.

Pγ,Φu = Pu− iγ(∂tΦ)u+ γ2(∂xΦ)2u− 2γ(∂xΦ)(∂xu)− γ(∂2
xΦ)u

+γ2(∂yΦ)2u− 2γ(∂yΦ)(∂yu)− γ(∂2
yΦ)u

= <Pγ,Φ + i=Pγ,Φ
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Où
<Pγ,Φu = Pu+ γ2(∂xΦ)2u+ γ2(∂yΦ)2u

et

=Pγ,Φu = −γ(∂tΦ)u− γ(∂xΦ)(Dxu)− γDx(∂xΦ)u− γ(∂yΦ)(Dyu)− γDy(∂yΦ)u
= −γ [(∂tΦ)u− 2(∂xΦ)(Dxu)− 2(∂yΦ)(Dyu)− (Dx∂xΦ)u− (Dy∂yΦ)u]

On note aussi pour simpli�er l'écriture

fγ,Φ = γ2(∂xΦ)2 + γ2(∂yΦ)2

= γ2 ‖∇R2Φ‖2

On a alors en notant (u, v)L2 =
∫

Rt

∫
R2 uv̄ et si u ∈ C∞0 (Rt × R2) à support

dans K.

‖Pγ,Φu‖2L2 = ‖<Pγ,Φu‖2L2 + ‖=Pγ,Φu‖2L2

−i (<Pγ,Φu,=Pγ,Φu)L2 + i (=Pγ,Φu,<Pγ,Φu)L2

Or, comme Dx est autoadjoint et Φ est réelle, <Pγ,Φ et =Pγ,Φ sont autoadjoints
(en fait , il s'agit de la décomposition d'un opérateur A en sa partie réelle
autoadjointe A+A∗

2 et imaginaire antiautoadjointe A−A∗
2 ), on a donc

‖Pγ,Φu‖2L2 = ‖<Pγ,Φu‖2L2 + ‖=Pγ,Φu‖2L2

+ ([<Pγ,Φ, i=Pγ,Φ]u, u)L2

Il faut donc calculer tous les commutateurs. On notera par la suite OΦ une
quantité majoré par une constante ne dépendant que de Φ et de K. En pratique,
cela dépendra an fait des normes L∞(K) des premières dérivées de Φ.([
i∂t,−iγ(∂tΦ)− γ(∂2

yΦ)
]
u, u

)
= −γ

(
(∂2
t Φ) + (∂t∂2

yΦ)u, u
)

= γOΦ ‖u‖2L2 (28)

([i∂t,−2γ(∂xΦ)∂x]u, u) = −2iγ ((∂txΦ)∂xu, u)

|([i∂t,−2γ(∂xΦ)∂x]u, u)| ≤ CΦ ‖∂xu‖2L2 + CΦγ
2 ‖u‖2L2 (29)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis l'inégalité ab ≤ a2

2γ + γb2

2 En sommant

(28) et (29), on obtient pour γ assez grand

([i∂t, i=Pγ,Φ]u, u) = OΦ ‖∂xu‖2L2 +OΦγ
2 ‖u‖2L2([

∂2
x,−iγ(∂tΦ)

]
u, u

)
= −2iγ ((∂txΦ)∂xu, u)− iγ

(
(∂t∂2

xΦ)u, u
)

(30)

= OΦ ‖∂xu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2 + γOΦ ‖u‖2L2([
∂2
x,−2γ(∂xΦ)∂x

]
u, u

)
= −4γ

(
(∂2
xΦ)∂2

xu, u
)
− 2γ

(
(∂3
xΦ)∂xu, u

)
(31)

par une IPP = 4γ
(
(∂2
xΦ)∂xu, ∂xu

)
+ 4γ

(
(∂3
xΦ)∂xu, u

)
+OΦ ‖∂xu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2

= 4γ
(
(∂2
xΦ)∂xu, ∂xu

)
+OΦ ‖∂xu‖2L2 + γ2OΦ ‖∂xu‖2L2
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([
∂2
x,−2γ(∂yΦ)∂y

]
u, u

)
= −4γ ((∂xyΦ)∂xyu, u)− 2γ

(
(∂2
x∂yΦ)∂yu, u

)
(32)

par une IPP = 4γ ((∂xyΦ)∂xu, ∂yu) +OΦ ‖∂yu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2

([
∂2
x,−γ(∂2

xΦ)
]
u, u

)
= −γ

(
(∂2
xΦ)u, u

)
− 2γ ((∂xΦ)∂xu, u)

= OΦγ ‖u‖2L2 +OΦ ‖∂xu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2 (33)

En écrivant le même type d'égalités pour ∂2
y , et en sommant (30), (31), (32) et

(33), on obtient

([∆, i=Pγ,Φ]u, u) = 4γ
∫
D2

R2Φ(∇R2u,∇R2u) +OΦ ‖∇R2u‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2

([
fγ,Φ,−iγ(∂tΦ)− γ(∂2

xΦ)− γ(∂2
yΦ)

]
u, u

)
= 0 (34)

([fγ,Φ,−2γ(∂xΦ)∂x]u, u) = 2γ ((∂xΦ)(∂xfγ,Φ)u, u) (35)

= 2γ3
(
(∂xΦ)

[
2(∂xΦ)(∂2

xΦ) + 2∂yΦ∂xyΦ
]
u, u

)
= 4γ3

([
(∂xΦ)2(∂2

xΦ) + (∂xΦ)(∂yΦ)∂xyΦ
]
u, u

)
Et de même

([fγ,Φ,−2γ(∂yΦ)∂y]u, u) (36)

= 4γ3
([

(∂yΦ)2(∂2
yΦ) + (∂yΦ)(∂xΦ)∂yxΦ

]
u, u

)
En particulier, en sommant (35) et (36)

([fγ,Φ,−2γ(∂xΦ)∂x]u, u) + ([fγ,Φ,−2γ(∂yΦ)∂y]u, u) (37)

= 4γ3
([
D2

R2Φ.(∇R2Φ,∇R2Φ)
]
u, u

)
En sommant tout les commutateurs, on obtient donc

([<Pγ,Φ, i=Pγ,Φ]u, u) = 4γ
∫
D2

R2Φ(∇R2u,∇R2u) + 4γ3
([
D2Φ.(∇R2Φ,∇R2Φ)

]
u, u

)
+OΦ ‖∇R2u‖2L2 +OΦγ

2 ‖u‖2L2

Or, on a supposé D2
R2Φ dé�nie positive, en particulier, elle est coercive et il

existe C > 0 tel que sur le compact K, on ait D2Φ.(v, v) ≥ C ‖v‖2. De plus, on
a aussi supposé ∇R2Φ ne s'annulant pas sur K, et en particulier il existe tel que
‖∇R2Φ‖2 ≥ C sur K et D2

R2Φ.(∇R2Φ,∇R2Φ) ≥ C. On a donc

([<Pγ,Φ, i=Pγ,Φ]u, u) ≥ Cγ ‖∇R2u‖L2+Cγ3 ‖u‖L2+OΦ ‖∇R2u‖2L2+OΦγ
2 ‖u‖2L2

Et donc pour il existe γ′0 tel que pour γ ≥ γ′0,

([<Pγ,Φ, i=Pγ,Φ]u, u) ≥ Cγ ‖∇R2u‖L2 + Cγ3 ‖u‖L2
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En particulier, on a

‖Pγ,Φu‖2L2 ≥ Cγ ‖∇R2u‖L2 + Cγ3 ‖u‖L2

On applique ce résultat à u = eγΦv pour v ∈ C∞0 ([0, T ] × R2) à support dans
K.
Comme ∇R2eγΦv = eγΦ∇R2v + γeγΦv∇R2Φ, on a∥∥∇R2eγΦv

∥∥
L2 ≥

∥∥eγΦ∇R2v
∥∥
L2 − γ

∥∥eγΦv∇R2Φ
∥∥
L2

≥
∥∥eγΦ∇R2v

∥∥
L2 + γOΦ

∥∥eγΦv
∥∥
L2

Donc pour γ ≥ γ0, on a∥∥eγΦPv
∥∥2

L2 ≥ Cγ
∥∥eγΦ∇R2v

∥∥
L2 + Cγ3

∥∥eγΦv
∥∥
L2

♦

Remarque 12 Le fait que la fonction u soit à support compact �xé est primor-
dial puisque c'est grâce à cela que l'on peut faire les intégrations par partie.

Remarque 13 L'inégalité de Carleman peut être étendue à des fonctions moins
régulières par densité.

On va utiliser ces inégalités pour obtenir un théorème d'unicité.

Théorème 12 Soit Φ(t, x, y) une fonction poids véri�ant les hypothèses du
théorème 11 dé�nie sur un ouvert Ω ⊂ Rt×R2. Soit P l'opérateur de Schrödin-
ger.
Soit z0 ∈ Ω tel que Φ(z0) = 0.
Soit u ∈ C∞ véri�ant presque partout sur Ω

|Pu| (t, x) ≤ C (|u| (t, x) + |∇R2u| (t, x))

et telle que u = 0 sur Ω ∩ {Φ ≥ 0}.
Alors, il existe un voisinage V de z0 tel que u = 0 sur V .

Démonstration : Pour simpli�er l'écriture, on va supposer z0 = 0 et on note
Pu = f .
On va appliquer l'inégalité de Carleman du théorème 11 à la fonction poids
modi�ée

Ψ(t, x, y) = Φ(t, x, y) + δ3 − 2δ(t2 + x2 + y2)

où δ > 0 sera choisi assez petit pour que l'on ait encore les hypothèses du théo-
rème 11 sur un voisinage compacte de 0 (c'est possible puisqu'il s'agit d'une
hypothèse ouverte sur les dérivées premières et secondes).

Soit χ(t, x, y) une fonction troncature C∞ valant 1 si |(t, x, y)| ≤ δ et 0 si
|(t, x, y)| ≥ 2δ.
On applique l'inégalité du théorème 11 à χu.∥∥eγΨPχu

∥∥2

L2 ≥ Cγ3
∥∥eγΨχu

∥∥
L2 + Cγ

∥∥eγΨ∇R2(χu)
∥∥
L2 (38)
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Or, Pχu = χPu+ [P, χ]u = χf + [P, χ]u. Donc∥∥eγΨPχu
∥∥2

L2 ≤
∥∥eγΨ [P, χ]u

∥∥2

L2 +
∥∥eγΨχf

∥∥2

L2

≤
∥∥eγΨ [P, χ]u

∥∥2

L2 + C
∥∥eγΨχu

∥∥
L2 + C

∥∥eγΨχ∇R2(u)
∥∥
L2

≤
∥∥eγΨ [P, χ]u

∥∥2

L2 + C
∥∥eγΨχu

∥∥
L2 + C

∥∥eγΨ∇R2(χu)
∥∥
L2 + C

∥∥eγΨu∇R2(χ)
∥∥
L2

En combinant avec l'inégalité de Carleman (38), on obtient∥∥eγΨ [P, χ]u
∥∥2

L2 + C
∥∥eγΨχu

∥∥
L2 + C

∥∥eγΨ∇R2(χu)
∥∥
L2 + C

∥∥eγΨu∇R2(χ)
∥∥
L2

≥ Cγ3
∥∥eγΨχu

∥∥
L2 + Cγ

∥∥eγΨ∇R2(χu)
∥∥
L2

Et donc pour γ assez grand∥∥eγΨ [P, χ]u
∥∥2

L2 + C
∥∥eγΨu∇R2(χ)

∥∥
L2 ≥ Cγ3

∥∥eγΨχu
∥∥
L2 + Cγ

∥∥eγΨ∇R2(χu)
∥∥
L2(39)

Or, le support de [P, χ]u est contenu dans supp u ∩ supp ∇χ ⊂ {Φ ≤ 0} ∩
{|(t, x, y)| ≥ δ} ⊂

{
Ψ ≤ −δ3

}
.

En particulier, on a ∥∥eγΨ [P, χ]u
∥∥2

L2 ≤ e−γδ
3
‖[P, χ]u‖2L2

et de même ∥∥eγΨu∇R2(χ)
∥∥
L2 ≤ e−γδ

3
‖u∇R2(χ)‖L2

Donc,
∥∥eγΨ [P, χ]u

∥∥
L2 −→

γ→+∞
0 et

∥∥eγΨu∇R2(χ)
∥∥
L2 −→

γ→+∞
0. En particulier,

grâce à l'inégalité (39), on a

γ3
∥∥eγΨχu

∥∥
L2 −→

γ→+∞
0

Cela implique en particulier, χu = 0 là où Ψ > 0. En particulier, comme
Φ(0) = 0, Ψ(0) = δ3. Donc, par continuité, on peut choisir un voisinage V
de 0 tel que l'on ait Ψ(z) > δ3/2 et χ = 1 sur V . Donc on a bien u = 0 sur V .

Remarque 14 Le théorème précédent s'applique en particulier au cas qui nous
intéresse où u est solution de

P̃ u = Pu+ a0u+ ax∂xu+ ay∂yu+ b0ū+ bx∂xū+ by∂yū = 0

où a0, ax, ay, b0, bx, by ∈ L∞(K).

On va faire une petite variante utile dans notre cas du théorème précédent.
On rajoute aux hypothèses du théorème 12 le fait que Φ ne dépende que des
variables d'espace et on gagne une certaine "uniformité" en temps.
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Lemme 5 Soit Ω un ouvert d'adhérence compact de R2, et soit Φ et u véri�ant
les hypothèses du théorème 12 sur ]0, T [×Ω. On demande en plus que Φ ne
dépende que des variables d'espace (x, y). Alors il existe ε > 0 tel que pour tout
t0 ∈]0, T [ et tout (x0, y0) ∈ Ω tel que Φ(x0, y0) = 0, il existe V(x0,y0) ⊂ R2

voisinage de (x0, y0) tel que u = 0 sur tout ]t0 − ε, t0 + ε[×V(x0,y0) inclus dans

]0, T [×Ω.
De plus, on peut choisir ε et V(x0,y0) indépendant de t0 (il ne dépendent en fait
que de Φ et Ω).

Démonstration : C'est une légère modi�cation de celle du théorème pré-
cédent. On doit juste repréciser l'ouvert V dans ce contexte. On note

Ψ(t0,x0,y0)(t, x, y) = Φ(x, y) + δ3 − 2δ((t− t0)2 + (x− x0)2 + (y − y0)2)

On choisit δ assez petit pour avoir que Ψ(t0,x0,y0) véri�e les conditions (26) et

(27) du théorème 11 sur le compact [t0 − 1, t0 + 1] × Ω (1 étant bien sûr ici
arbitraire).
Pour appliquer le même raisonnement, il su�t de trouver des ε et V(x0,y0) tels
que

]t0 − ε, t0 + ε[×V(x0,y0) ⊂ B((t− t0, x− x0, y − y0), δ) (40)

Ψ(t0,x0,y0) > δ3/2 sur ]t0 − ε, t0 + ε[×V(x0,y0) (41)

Pour avoir la condition (40), il su�t, par exemple, d'imposer ε < δ/
√

2 et
V(x0,y0) ⊂ B((x − x0, y − y0), δ/

√
2). On veut maintenant trouver des V(x0,y0)

véri�ant (41). Si on choisit en plus ε < δ/(2
√

2), on a pour t ∈ [t0 − ε, t0 + ε]

Ψ(t0,x0,y0)(t, x0, y0) = δ3 − 2δ(t− t0)2 > δ3 − 2δε2 > 3δ3/4

Donc, par continuité de Ψ(t0,x0,y0), on a Ψ(t0,x0,y0) > δ3/2 sur un voisinage

Ṽ(t0,x0,y0) de [t0 − ε, t0 + ε] × {(x0, y0)}. Or, par compacité de [t0 − ε, t0 + ε]
et par la dé�nition de la topologie produit, Ṽ(t0,x0,y0) contient un ouvert de la
forme ]t0 − ε, t0 + ε[×V(x0,y0) où V(x0,y0) est un voisinage de (x0, y0).
La condition (41) est alors véri�ée permettant de terminer la demonstration
comme dans le théorème 12. Le fait que l'on puisse choisir un même V(x0,y0)

pour tous les t0 se déduit alors immédiatement du fait que toutes les conditions
que l'on a décrite ne dépendent en fait que des distances t− t0.♦

On va appliquer les résultats précédents pour propager la nullité d'un voi-
sinage des 2 grands axes du tore T2 vers le tore tout entier. Pour décrire la
construction, on représentera le tore T2 par un carré et le voisinage des grands
axes par une bande le long du carré extérieur.
On va d'abord construire une courbe Φ = 0 sur T2 qui soit strictement convexe
et incluse dans la bande extérieure. On la construit grâce à 4 arcs de cercle qui
auront une équation de la forme Φ(x, y) = C((x − x0)2 + (y − y0)2) − B = 0
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dont le gradient ne s'annule pas près de Φ = 0 et dont la dérivée seconde en les
variables d'espace est bien dé�nie positive. On voit ensuite facilement qu'il est
possible de recoller ces 4 arcs de cercle de façon C∞ tout en gardant la propriété
de stricte convexité et de non annulation de la dérivée.

On note Cr la dilatation de rapport r et de centre O de la courbe que l'on vient
de construire. On associe à chacune de ces courbes Cr une fonction strictement
convexe Φr telle que Cr = {Φr = 0} que l'on dé�nit autour de Cr. On note aussi
Dr1,r2 la bande comprise entre Cr1 et Cr2 .

Pour prouver le théorème d'unicité, on va montrer le lemme suivant qui
implique immédiatement le théorème de prolongement voulu :

Lemme 6 Si u est solution de P̃ u = 0 ( P̃ comme à la remarque 14) et véri�e
u = 0 sur [0, T ] et à l'extérieur de Cr1 , alors il existe r̃ < r1 tel que u = 0 sur
[0, T ] et à l'extérieur de Cr̃.

Démonstration : Soit 0 < r2 < r1 < r3 quelconque tels que Cr3 soit inclus
dans le rectangle correspondant au tore. On va directement utiliser le lemme 5.
On prend Ω = Dr2,r3 sur lequel Φr1 véri�e bien les conditions du lemme (il est
pour cela nécessaire d'éviter le point O).
Le lemme donne alors ε > 0 et des voisinages V(x0,y0) des points (x0, y0) de Cr1 ,
ceux-ci ne dépendant que de Ω et de Φr1 .
On a alors u = 0 sur tous les ]t0−ε, t0 +ε[×V(x0,y0) pourvus que ]t0−ε, t0 +ε[⊂
[0, T ].
Par compacité, on recouvre Cr1 par un nombre �ni de V(x0,y0) et on trouve un
r̃ tel que l'extérieur de Cr̃ est contenu dans les V(x0,y0).
En particulier, u = 0 à l'extérieur de Cr̃ et sur [0, T ].

En particulier, le théorème de prolongement unique s'applique dans le sens :
on propage la nullité de l'extérieur du cercle vers l'intérieur. On voit alors fa-
cilement que ce procédé permet de propager la nullité sur un voisinage des 2
grands axes du tore T2 vers le tore tout entier :
En considérant l'in�nimum des r tels que u = 0 sur [0, T ] et à l'extérieur de Cr,
on voit que cela ne peut être que 0 sauf si l'ensemble est vide. Donc si u = 0 à
l'extérieur d'un Cr, u = 0 partout. Ceci est en particulier le cas si u = 0 sur la
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bande extérieure.

7.2 Cas de la sphère S2

Ecrivons d'abord l'équation de Schrödinger en coordonnées. On se place en
coordonnées sphériques (θ, ϕ). Un point de S2 ⊂ R3 de coordonnées (θ, ϕ) ayant
pour coordonnées cartésiennes

M(θ, ϕ) = (cos θ cosϕ, sin θ cosϕ, sinϕ)

De sorte que l'on ait la base de vecteurs tangents

dθ(θ0,ϕ0) =
d

dt
M(θ0 + t, ϕ0) = (− sin θ0 cosϕ0, cos θ0 cosϕ0, 0))

dϕ(θ0,ϕ0) =
d

dt
M(θ0, ϕ0 + t) = (− cos θ0 sinϕ0,− sin θ0 sinϕ0, cosϕ0))

Lorsqu'on munit S2 de la métrique issue de R3, cela donne∥∥dθ(θ0,ϕ0)

∥∥2 = sin2 θ0 cos2 ϕ0 + cos2 θ0 cos2 ϕ0 + 0 = cos2 ϕ0∥∥dϕ(θ0,ϕ0)

∥∥2 = cos2 θ0 sin2 ϕ0 + sin2 θ0 sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0 = 1〈
dθ(θ0,ϕ0), dϕ(θ0,ϕ0)

〉
= sin θ0 cos θ0 cosϕ0 sinϕ0 − cos θ0 sin θ0 sinϕ0 cosϕ0 = 0

Ce qui donne la matrice des gij ,(
cos2 ϕ0 0

0 1

)
dont l'inverse est la matrice des gij( 1

cos2 ϕ0
0

0 1

)
L'opérateur de Schrödinger s'écrit alors

P = i∂t + ∆

= i∂t +
∑

∂i(gij∂j)

= i∂t +
1

cos2 ϕ
∂2
θ + ∂2

ϕ

qui a pour le poids (1, 2, 2) le symbole principal

p = τ − 1
cos2 ϕ

ξ2
1 − ξ2

2

On refait le même raisonnement que précedemment :
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Pγ,Φu = Pu− iγ(∂tΦ)u+
1

cos2 ϕ

[
γ2(∂θΦ)2u− 2γ(∂θΦ)(∂θu)− γ(∂2

θΦ)u
]

+γ2(∂ϕΦ)2u− 2γ(∂ϕΦ)(∂ϕu)− γ(∂2
ϕΦ)u

= <Pγ,Φu+ i=Pγ,Φu

Où

<Pγ,Φu = Pu+
1

cos2 ϕ
γ2(∂θΦ)2u+ γ2(∂ϕΦ)2u

et

=Pγ,Φ u = −γ(∂tΦ)u− 1
cos2 ϕ

γ(∂θΦ)(Dθu)− 1
cos2 ϕ

γDθ(∂θΦ)u− γ(∂ϕΦ)(Dϕu)− γDϕ(∂ϕΦ)u

= −γ
[
(∂tΦ)u− 2

1
cos2 ϕ

(∂θΦ)(Dθu)− 2(∂ϕΦ)(Dϕu)− 1
cos2 ϕ

(Dθ∂θΦ)u− (Dϕ∂ϕΦ)u
]

On véri�e facilement que cela constitue bien la décomposition en partie ad-
jointe et antiautoadjointe. Il reste donc à voir ce qui change dans les commuta-
teurs.

fγ,Φ =
1

cos2 ϕ
γ2(∂θΦ)2 + γ2(∂ϕΦ)2

De la même manière, pour γ assez grand, on obtient

([i∂t, i=Pγ,Φ]u, u) = OΦ ‖∂xu‖2L2 +OΦγ
2 ‖u‖2L2([

1
cos2 ϕ

∂2
θ ,−iγ(∂tΦ)

]
u, u

)
= −2iγ

(
1

cos2 ϕ
(∂tθΦ)∂θu, u

)
− iγ

(
1

cos2 ϕ
(∂t∂2

θΦ)u, u
)

(42)

= OΦ ‖∂θu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2 + γOΦ ‖u‖2L2

([
1

cos2 ϕ
∂2
θ ,−2

1
cos2 ϕ

γ(∂θΦ)∂θ

]
u, u

)
= −4γ

(
1

cos4 ϕ
(∂2
θΦ)∂2

θu, u

)
− 2γ

(
1

cos4 ϕ
(∂3
θΦ)∂θu, u

)
(43)

par une IPP = 4γ
(

1
cos4 ϕ

(∂2
θΦ)∂θu, ∂θu

)
+ 4γ

(
1

cos4 ϕ
(∂3
θΦ)∂θu, u

)
+OΦ ‖∂θu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2

= 4γ
(

1
cos4 ϕ

(∂2
θΦ)∂θu, ∂θu

)
+OΦ ‖∂θu‖2L2 + γ2OΦ ‖∂θu‖2L2

([
1

cos2 ϕ
∂2
θ ,−2γ(∂ϕΦ)∂ϕ

]
u, u

)
= −4γ

(
1

cos2 ϕ
(∂θϕΦ)∂θϕu, u

)
− 2γ

(
1

cos2 ϕ
(∂2
θ∂ϕΦ)∂ϕu, u

)
(44)

+4γ
(

(∂ϕΦ)
tanϕ
cos2 ϕ

∂2
θu, u

)
(45)

par une IPP = 4γ
(

1
cos2 ϕ

(∂θϕΦ)∂θu, ∂ϕu
)
− 4γ

(
tanϕ
cos2 ϕ

(∂ϕΦ)∂θu, ∂θu
)
(46)

+OΦ ‖∂θu‖2L2 +OΦ ‖∂ϕu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2
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([
1

cos2 ϕ
∂2
θ ,−γ

1
cos2 ϕ

(∂2
θΦ)− γ(∂2

ϕΦ)
]
u, u

)
= OΦγ ‖u‖2L2 +OΦ ‖∂xu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2(47)

([
∂2
ϕ,−iγ(∂tΦ)− γ 1

cos2 ϕ
(∂2
θΦ)− γ(∂2

ϕΦ)
]
u, u

)
= OΦγ ‖u‖2L2 +OΦ ‖∂θu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2(48)

([
∂2
ϕ,−2

1
cos2 ϕ

γ(∂θΦ)∂θ

]
u, u

)
= −4γ

(
1

cos2 ϕ
(∂ϕθΦ)∂ϕθu, u

)
− 8γ

(
tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)∂ϕθu, u
)
(49)

+OΦ ‖∂θu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2 (50)

par une IPP = 4γ
(

1
cos2 ϕ

(∂ϕθΦ)∂ϕu, ∂θu
)

+ 8γ
(

tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)∂ϕu, ∂θu
)

+OΦγ ‖u‖2L2 +OΦ ‖∂ϕu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2 (51)

(en remarquant ici que

γ

(
tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)∂ϕu, ∂θu
)

= γ

(
tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)∂θu, ∂ϕu
)

+γ2OΦ ‖u‖2L2+OΦ ‖∂θu‖2L2+OΦ ‖∂ϕu‖2L2

([
∂2
ϕ,−2γ(∂ϕΦ)∂ϕ

]
u, u

)
= −4γ

(
(∂2
ϕΦ)∂2

ϕu, u
)
− 2γ

(
(∂3
ϕΦ)∂ϕu, u

)
(52)

par une IPP = 4γ
(
(∂2
ϕΦ)∂ϕu, ∂ϕu

)
+OΦ ‖∂ϕu‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2

En sommant (42), (43), (44) et (47), on obtient

([∆, i=Pγ,Φ]u, u) = 4γ
(
(∂2
ϕΦ)∂ϕu, ∂ϕu

)
+ 4γ

(
1

cos2 ϕ
(∂ϕθΦ)∂ϕu, ∂θu

)
+8γ

(
tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)∂ϕu, ∂θu
)

+ 4γ
(

1
cos2 ϕ

(∂θϕΦ)∂θu, ∂ϕu
)

−4γ
(

tanϕ
cos2 ϕ

(∂ϕΦ)∂θu, ∂θu
)

+ 4γ
(

1
cos4 ϕ

(∂2
θΦ)∂θu, ∂θu

)
+γ2OΦ ‖u‖2L2 +OΦ ‖∇R2u‖2L2

= 4γ
∫
H(∇R2u,∇R2u) + γ2OΦ ‖u‖2L2 +OΦ ‖∇R2u‖2L2

où on a noté H la forme hermitienne de matrice(
1

cos4 ϕ (∂2
θΦ)− tanϕ

cos2 ϕ (∂ϕΦ) tanϕ
cos2 ϕ (∂θΦ) + 1

cos2 ϕ (∂θϕΦ)
tanϕ
cos2 ϕ (∂θΦ) + 1

cos2 ϕ (∂θϕΦ) (∂2
ϕΦ)

)

([
fγ,Φ,−iγ(∂tΦ)− 1

cos2 ϕ
(∂2
θΦ)u− (∂2

ϕΦ)u)
]
u, u

)
= 0 (53)
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([
fγ,Φ,−2γ

1
cos2 ϕ

(∂θΦ)∂θ

]
u, u

)
= 2γ

(
1

cos2 ϕ
(∂θΦ)(∂θfγ,Φ)u, u

)
(54)

= 2γ3

(
(∂θΦ)

[
2

1
cos2 ϕ

(∂θΦ)(∂2
θΦ) + 2(∂ϕΦ)(∂θϕΦ)

]
u, u

)
= 4γ3

([
1

cos2 ϕ
(∂θΦ)2(∂2

θΦ) + (∂θΦ)(∂ϕΦ)(∂θϕΦ)
]
u, u

)
Et

([fγ,Φ,−2γ(∂ϕΦ)∂ϕ]u, u) = 2γ ((∂ϕΦ)(∂ϕfγ,Φ)u, u) (55)

= 4γ3

([
1

cos2 ϕ
(∂ϕΦ)(∂θΦ)(∂ϕθΦ) + (∂ϕΦ)

tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)2 + (∂ϕΦ)2(∂2
ϕΦ)

]
u, u

)
En particulier, en sommant (54) et (55)

([fγ,Φ, i=Pγ,Φ]u, u) + ([fγ,Φ,−2γ(∂yΦ)∂y]u, u) (56)

= 4γ3 (gΦu, u)

Avec

gΦ =
1

cos2 ϕ
(∂θΦ)2(∂2

θΦ) + (∂θΦ)(∂ϕΦ)(∂θϕΦ)

+
1

cos2 ϕ
(∂ϕΦ)(∂θΦ)(∂ϕθΦ) + (∂ϕΦ)

tanϕ
cos2 ϕ

(∂θΦ)2 + (∂ϕΦ)2(∂2
ϕΦ)

En sommant tout les commutateurs, on obtient donc

([<Pγ,Φ, i=Pγ,Φ]u, u) = 4γ
∫
H(∇R2u,∇R2u) + 4γ3 (gΦu, u)

+OΦ ‖∇R2u‖2L2 + γ2OΦ ‖u‖2L2

Une condition su�sante pour l'établissement d'une inégalité de Carleman
est donc la dé�ni positivité de H, la stricte positivité de gΦ et que Φ soit sans
point singulier.

On a encore comme dans le cas du tore une condition ouverte, ce qui permet
d'avoir le même théorème de prolongement.
Si on suppose que Φ ne dépend que de ϕ, les conditions précédentes se résument
à

− tanϕ
cos2 ϕ

(∂ϕΦ) > 0

(∂2
ϕΦ) > 0

que l'on obtient par exemple avec la fonction Φ = eϕ et la condition ϕ < 0.
Cela correspond à prendre pour ligne de niveau les "parallèles".
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En refaisant les mêmes raisonnements que dans le cas du tore, on obtient
alors un résultat de prolongement global pour la sphère.
Dans le cas ϕ < 0, si on a la nullité sur {0 > ϕ > ϕ1}, on peut donc prolonger
la nullité à un ensemble {0 > ϕ > ϕ2} où ϕ1 > ϕ2 (toujours sur [0, T ]).
En échangeant si nécessaire les pôles, on peut ainsi prolonger la nullité d'un coté
à l'autre d'une "parallèle" ϕ =cste de la sphère dans le sens équateur vers pôle.
Si on a la nullité sur un voisinage de l'équateur et sur [0, T ], on a donc nullité
partout.

7.3 Résultats connus dans le cas de termes de potentiels

peu réguliers

Les deux inégalités de Carleman que l'on vient de démontrer sont en fait
des cas particuliers de théorèmes plus généraux. En particulier, il existe des
conditions très générales sur la fonction Φ pour obtenir ce type d'inégalités dans
le cas où l'opérateur est de symbole principal elliptique ou réel. Ces conditions
appelées pseudo-convexité par rapport au symbole p(x, ξ) de l'opérateur font
intervenir les dérivées premières et secondes de Φ. Une de ces conditions est par
exemple que

p = {p,Φ} = 0 =⇒ {p, {p,Φ}} > 0 sur {Φ = 0} (57)

On pourra pour cela se référer à [8] et [9] pour plus de précisions.
Dans le cas de Schrödinger, le symbole principal est celui du Laplacien. On aurait
pourtant besoin de prendre en compte l'e�et du temps. Isakov a alors prouvé
dans [10] des inégalités de Carleman générales dans le cas anisotrope : on donne
un poids di�érent à certaines variables. Le symbole principal de l'opérateur de
Schrödinger devient alors p = σ − gijξiξj . Les hypothèses de pseudo-convexité
anisotrope sont alors du même type sauf que l'on ne prend en compte que les
dérivées par rapport aux variables de plus grand poids, c'est à dire en espace
dans notre cas.
Par exemple, les conditions sur Φ que l'on vient d'écrire dans les 2 paragraphes
précédents pour T2 et S2 se réécrivent en fait

{p, {p,Φ}} > 0

et sont donc des versions faibles de la condition (57) anisotrope (où les crochets
de Lie ne font intervenir que les dérivées en espace).

On pourra aussi se référer à [11] pour une présentation générale des résultats
connus sur le problème du prolongement unique.

Cependant, ces théorèmes de prolongement unique ne sont valables que pour
Schrödinger avec un terme de potentiel dans L∞. Ceci est su�sant dans le cas
de l'article originel [2] où on a besoin du prolongement unique pour la stabili-
sation. Le théorème de prolongement de la régularité nous montre alors que le
potentiel est en fait C∞.
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Cependant, dans la démarche que l'on a choisi de suivre, le potentiel de l'équa-
tion que l'on veut contrôler est a priori seulement dans L2([0, T ], H1(M)) ∩
L2([0, T ], L∞(M)). Pour avoir un théorème de prolongement unique, on fait
alors appel à un travail de H. Koch et D. Tataru [6]. Grâce à des estimations
de dispersion sur les solutions de Schrödinger, ils prouvent ainsi des inégalités
de Carleman Lp, ce qui permet d'avoir des théorèmes de prolongement unique.
Les conditions géométriques qui apparaissent sont alors les mêmes que dans le
cadre L2. La régularité minimale pour les potentiels est alors L2([0, T ], L2(M))
pour la dimension 2, ce qui est largement su�sant pour notre cas.

8 Divers

8.1 Adaptation du lemme du piège

On rappelle le lemme du piège "classique" :

Lemme 7 Si une classe de fonctions continues r à but positif véri�ent pour un
l ∈ N∗, l'inégalité r(T ) ≤ A+Br(T )1+l pour tout t ∈ [0, T ] et pour A > 0.
Alors si A < ClB

−1/l et r(0) < ClB
−1/l, elles véri�ent aussi l'inégalité r(t) ≤

C̃lA.

Lemme 8 Soit λ > 0. Si une classe de fonctions r véri�ent pour un l ∈ N, C
�xé, l'inégalité

‖r‖Y[t1,t2] ≤ B + C‖r(t1)‖H1(M) + C(t2 − t1)λ(‖r‖Y[t1,t2] + ‖r‖1+l
Y[t1,t2]

)

pour tout t1, t2 ∈ [0, T ] et pour B > 0.
Alors, si B < Cl,T , et ‖r(0)‖H1(M) < Cl,T elle véri�e aussi l'inégalité

‖r‖YT < C̃l,T (‖r(0)‖H1(M) +B)

Dem : On découpe [0, T ] en petits intervalles [ti, ti+1] tels que C(ti+1− ti)λ <
1/2. En particulier pour t ∈ [ti, ti+1]

‖r‖Y[ti,t]
≤ B + C‖r(ti)‖H1(M) +

1
2

(‖r‖Y[ti,t]
+ ‖r‖1+l

Y[ti,t]
)

Donc
‖r‖Y[ti,t]

≤ 2B + 2C‖r(ti)‖H1(M) + 2‖r‖1+l
Y[ti,t]

)

Si l 6= 0, on peut appliquer le lemme du piège précédent sur chaque intervalle :
Si ‖r(ti)‖H1(M) < Cl et B < Cl, alors ‖r‖Y[ti,ti+1] < C̃l(‖r(ti)‖H1(M) +B).
Or ‖r(ti)‖H1(M) ≤ ‖r‖Y[ti−1,ti]

par dé�nition. Donc, on obtient :

Si ‖r‖Y[ti−1,ti]
< Cl et B < Cl, alors ‖r‖Y[ti,ti+1] < C̃l(‖r‖Y[ti−1,ti]

+B).
Tant que les termes sont assez petits, on a donc une majoration par une suite
géométrique de raison C̃l. Or, le nombre d'intervalles ne dépend que de T .
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Si B et ‖r(0)‖H1(M) assez petits, on a donc une majoration ‖r‖Y[ti,ti+1] <

Cl,T (‖r(0)‖H1(M) +B) et donc par somme �nie

‖r‖YT < C̃l,T (‖r(0)‖H1(M) +B)

Si l = 0, on a directement la majoration par une suite géométrique pour les
petits intervalles et on somme de la même manière.

8.2 Un lemme de Lions-Aubin

Voici deux lemmes bien utiles pour les équations d'évolution.

Lemme 9 Soit (un) une suite bornée de L∞([0, T ], Hs), s ∈ R et telle que ∂tun
est bornée faiblement dans D′(M) uniformément en t(cad 〈∂tun(t), ϕ〉 ≤ Cϕ).
Alors, il existe u(t) ∈ L∞([0, T ], Hs) et une sous-suite (unk) telle que pour tout
t dans [0, T ], unk(t) ⇀ u(t) dans Hs.

Démonstration : Comme H−s est séparable, on peut trouver une suite (ϕl)l∈N
d'éléments de C∞0 (M) dense dans H−s.
Pour l �xé, on écrit un(t) − un(s) =

∫ t
s
∂tun(τ)dτ , donc 〈un(t)− un(s), ϕl〉 =∫ t

s
〈∂tun(τ), ϕl〉 dτ ≤ Cϕl |t − s|. Donc,à l �xé, la suite, 〈un(t), ϕl〉 est équi-

continue dans C([0, T ],R). Or, comme la suite (un) est une suite bornée de
L∞([0, T ], Hs) et par l'injection continue de Hs dans D′(M), la suite 〈un(t), ϕl〉
est donc bornée à t �xé. Par le théorème d'Ascoli, on peut donc en extraire une
sous-suite convergente dans C([0, T ],R).
Par un procédé diagonal, on peut donc extraire une suite unk telle que ∀ l ∈ N,
∀ t ∈ [0, T ], 〈unk , ϕl〉 → u(ϕl, t) où u(ϕl, t) est une fonction continue de t et
linéaire en ϕl. D'autre part, on a, comme (un) bornée dans L∞([0, T ], Hs) donc
〈unk , ϕl〉 ≤ C ‖ϕl‖H−s . u(., t) est donc une forme linéaire dé�nie sur V ect ϕl
continue pour la norme H−s. On peut donc la prolonger par densité en une
fonction u(t) ∈ L∞([0, T ], Hs).
On a alors, pour tout t ∈ [0, T ] et pour tout ϕ ∈ Hs

〈unk(t)− u(t), ϕ〉 = 〈unk(t)− u(t), ϕ− ϕl〉+ 〈unk(t)− u(t), ϕl〉
≤ C ‖ϕ− ϕl‖Hs + 〈unk(t)− u(t), ϕl〉

Qui peut être rendu aussi petit que l'on veut puisque les ϕl sont denses dans

H−s et par dé�nition de u(t). On a donc unk(t) H
s

⇀ u(t) pour tout t.

Lemme 10 Soit E, F , G trois espaces de Banach tels que E
i1→ F

i2→ G avec
i1 compacte et i2 continue.
Soit un une suite bornée de L∞([0, T ], E), telle que ∂tun est bornée dans Lp([0, T ], G),
p > 1.
Alors, il existe u ∈ L∞([0, T ], E) une sous-suite de un telle que pour tout t de

[0, T ], unk(t) F→ u(t), uniformément en t.
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Démonstration : On prouve d'abord que pour tout ε, il existe un Cε tel que
∀u ∈ E

‖u‖F ≤ ε ‖u‖E + Cε ‖u‖G
En e�et, supposons le contraire, il existe donc ε > 0 tel que ∀n ∈ N∃vn avec
‖vn‖F = 1 tel que

1 > ε ‖vn‖E + n ‖u‖G
En particulier, ‖vn‖E < 1/ε. Par injection compacte de E dans F , on peut en

extraire une sous-suite vnk telle que vnk
F→ v. Par injection continue de F dans

G, on a donc vnk
G→ v. Or, on a ‖vn‖G < 1/n, donc u = 0, ce qui contredit

‖vn‖F = 1.
La suite un(t) est bornée dans E (notons ‖u(t)‖E ≤ CE) donc dans G.
La suite ∂tun étant bornée dans Lp([0, T ], G), p > 1, on prouve que la suite
un est équicontinue dans C([0, T ], G) et donc par le théorème d'Ascoli qu'il en
existe une sous-suite convergente dans C([0, T ], G) : ‖unk − u‖L∞([0,T ],G) → 0.
Soit η > 0. On choisit un Cε avec un ε = η/(4CE). A partir d'un certain rang,
on a donc Cε ‖unk(t)− u(t)‖G ≤ η/2. On obtient donc

‖unk(t)− u(t)‖F ≤ ε ‖unk(t)− u(t)‖E + Cε ‖unk(t)− u(t)‖G
≤ η/2 + η/2 ≤ η

Donc ∀t ∈ [0, T ], unk(t) F→ u(t), uniformément en t.

Remarque 15 Cela s'applique en particulier au cas où les 3 espaces sont des
Hs.

8.3 Quelques ré�exions sur le propagateur

Remarque 16 Si on a seulement l'hypothèse (A), on peut démontrer l'inégalité

‖u0‖2H1(M) ≤ C(A)
∫ T

0

‖ϕu(t)‖2H1(M) dt+
∥∥(1−∆)−1u0

∥∥2

H1(M)

Avec f , g bornés par A dans L2([0, T ], H1(M) ∩ L2([0, T ], L∞(M))Ce qui en-
traine que à f , g �xés, l'ensemble Nf,g est de dimension �nie où

Nf,g =
{
u0 ∈ H1(M) : ϕu = 0 sur ]0, T [×M

}
où u est une solution de 9 avec f ∈ L2([0, T ], H1(M)∩L2([0, T ], L∞(M), idem
pour g.

Dem : Par l'absurde. Soit (un) une suite de solutions de

i∂tun + ∆un + f̄n un − gn ūn = 0

tels que ‖un(0)‖2H1(M) = 1, ‖fn‖L2([0,T ],H1(M) ≤ A et ‖fn‖L2([0,T ],L∞(M)) ≤ A

idem pour gn et ϕun → 0 dans L2([0, T ], H1(M)),
∥∥(1−∆)−1u0

∥∥2

H1(M)
→ 0.
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Comme un(0) est bornée dans H1(M), par le théorème d'existence et comme les
fn, gn sont bornées dans les bons espaces, (un) est bornée dans L∞([0, T ], H1(M)).
Comme ∂tun borné dans H−1 (remarque 3), par le lemme 9 d'Aubin-Lions , on
peut en extraire une sous-suite telle que pour tout t, un(t) est faiblement conver-
gente dans H1(M). Comme la donnée initiale converge vers 0 grâce au deuxième
terme, on en conclut que la limite faible est 0.
Or ϕun → 0 dans L2([0, T ], H1(M)) donc, un → 0 dans L2([0, T ], H1(ω)). Donc,
par le corollaire 1 (que l'on adapte au cas H1(M)), un converge fortement vers

0 dans L∞([0, T ], H1(M)), ce qui contredit ‖un(0)‖2H1(M) = 1.

Prouvons Nf,g de dimension �nie.
D'abord, Nf,g est bien un sous-espace vectoriel réel par linéarité réelle de l'équa-
tion.
En e�et, on a par l'inégalité que l'on vient de prouver,

∀u0 ∈ Nf,g ‖u0‖H1 ≤ ‖u0‖H−1

Donc on a BH−1(0, 1) ∩N ⊂ BH1(0, C) ∩N .
Or, par l'injection compacte BH1(0, C) ⊂ BH−1(0, C̃) et BH1(0, C) est relative-
ment compacte dans H−1.
Donc BH−1(0, C)∩Nf,g est relativement compacte dans Nf,g munie de la topo-
logie issue de la norme de H−1.
BH−1(0, 1) ∩ Nf,g est donc fermée dans le compact BH1(0, C) ∩Nf,g. Donc, si
on munit Nf,g de la norme issue de H−1, la boule unité est compacte.
Donc par le théorème de Riesz, Nf,g est de dimension �nie.

Théorème 13 Soit ω satisfaisant (A) et f ∈ L2([0, T ], H1(M))∩L2([0, T ], L∞(M)),
idem pour g.

On note
φf,g : H1(M) → L2([0, T ], H1(ω))

u0 7→ ϕu
où u est solution de l'équation

i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = 0

Alors, φf,g est à image fermée.

Dem : Soit Nf,g = Ker φf,g. Notons Ff,g = N⊥f,g. Nf,g étant fermé, on a

H1(M) = Nf,g ⊕⊥ Ff,g.
On dé�nit φ̃ la restriction de φ à F . φ̃ est donc injective et Im φ = Im φ̃. On
doit donc montrer qu'on a une inégalité d'observabilité pour φ̃ :

‖u0‖2H1(M) ≤ C(f, g)
∫ T

0

‖ϕu(t)‖2H1(M) dt ∀u0 ∈ Ff,g

Dem : On raisonne encore par l'absurde. Soit (un) une suite de solutions de

i∂tun + ∆un + f̄ un − g ūn = 0
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telles que un(0) ∈ F , ‖un(0)‖2H1(M) = 1, et ϕun → 0 dans L2([0, T ], H1(M))
Comme (un) est bornée dans L∞([0, T ], H1(M)), par le même raisonnement
que précedemment, on en extrait une sous suite telle que pour tout t ∈ [0, T ]
un(t) ⇀ u dans H1(M). On peut aussi en extraire une sous-suite telle que la
convergence soit forte dans C([0, T ], H−1(M)). Par passage à la limite au sens
des distributions dans l'équation, et comme les f et g sont �xés, on en déduit
que u est solution de l'équation. Or, comme en particulier, un(0) ⇀ u dans
H1(M), et que Ff,g est faiblement fermé, (car fortement fermé et convexe), on
en déduit u ∈ Ff,g. Or, comme en plus, ϕu = 0 par passage à la limite, on
obtient donc u = 0 par dé�nition de Ff,g.
Donc, un(0) ⇀ 0 dans H1(M). En particulier, il existe une sous-suite encore
notée un, telle que un(0) → 0 dans H−1 . En appliquant l'inégalité de la re-
marque 16, on a ‖u0‖H1(M) → 0. Contradiction avec ‖un(0)‖H1(M) = 1.
Ceci démontre alors l'inégalité d'observabilité et par cela le fait que l'image de
φ est fermée.

Les φf,g sont donc des opérateurs à noyaux de dimension �nie et à image
fermée.
Examinons maintenant la dépendance en f et g et montrons que l'application
qui à (f, g) envoie φf,g est continue. Plus précisemment :

Lemme 11 Soit A tel que ‖f‖L2(L∞(M)) + ‖f‖L2(H1(M)) ≤ A, de même pour
f0, g, g0.
Soit ε1 tel que ‖f − f0‖L2(L∞(M)) + ‖f − f0‖L2(H1(M)) ≤ ε1, de même pour g et
g0.
Soit h et h0 dans L1(H1(M)) tels que ‖h − h0‖L1(H1(M)) ≤ ε2 Si u et v sont
solutions de {

i∂tu+ ∆u+ f u+ g ū = h
u(0) = u0 ∈ H1(M) (58)

{
i∂tv + ∆v + f0 v + g0 v̄ = h0

v(0) = v0 ∈ H1(M) (59)

Avec ‖u0 − v0‖H1(M) ≤ ε3.
Alors, il existe C = C(A) tel que

‖u− v‖YT ≤ C(ε1(‖u0‖H1(M) + ‖h‖L1(H1)) + ε2 + ε3)

Dem : Notons r = v − u. r est alors solution de{
i∂tr + ∆r + f0 r + g0 r̄ = −(f0 − f)u− (g0 − g)ū+ (h0 − h)

r(0) = v0 − u0 ∈ H1(M) (60)
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En particulier, par les inégalités sur les solutions linéaires, remarque 1, on a :

‖r‖YT ≤ C‖u0 − v0‖H1(M) + C

∫ T

0

‖(f0 − f)u‖H1(M) + C

∫ T

0

‖(g0 − g)ū‖H1(M)

+C
∫ T

0

‖h0 − h‖H1(M)

≤ C‖u0 − v0‖H1(M) + ‖f0 − f‖L2(L∞(M))‖u‖L2(H1(M)) + ‖f0 − f‖L2(H1(M))‖u‖L2(L∞(M))

+‖g0 − g‖L2(L∞(M))‖u‖L2(H1(M)) + ‖g0 − g‖L2(H1(M))‖u‖L2(L∞(M)) + ‖h0 − h‖L1(H1(M))
≤ Cε3 + Cε1‖u‖YT + Cε2

≤ Cε3 + Cε1(‖u0‖H1(M) + ‖h‖L1(H1)) + Cε2

�

Comme pour f = g = 0, φ0,0 est injectif, on peut prouver que pour (f, g)
petits, φf,g le sera aussi.
Soit (f0, g0) un point où φf0,g0 est injectif.
Pour (f, g) proche de (f0, g0).
Notons Kf,g = φf0,g0 ◦Πf,g où Πf,g est la projection orthogonale sur Ff,g.
Kf0,g0 = φf0,g0 que l'on a restreind à son image. Il est donc supposé bijectif.
Or, si u0 = Πf,gu0 + k0 avec k0 ∈ Ker φf,g alors
(Kf,g − φf0,g0)u0 = Φf0,g0k0

Or,

‖Φf0,g0k0‖L2(H1(ω) = ‖(Φf0,g0 − Φf,g)k0‖L2(H1(ω)

≤ C‖(Φf0,g0 − Φf,g)k0‖YT
≤ C(A)‖f − f0‖‖k0‖H1(M)

≤ C(A)‖f − f0‖‖u0‖H1(M)

Donc

‖(Kf,g − φf0,g0)u0‖L2([0,T ],H1(M)) ≤ C(A)‖f − f0‖‖u0‖H1(M)

Donc en particulier, si (f, g) assez proche de (f0, g0),Kf,g est proche deKf0,g0 =
Φf0,g0 donc est bijectif , donc Πf,g est injectif, donc Φf,g est injectif.
L'ensemble des (f, g) tels que Nf,g = {0} est donc un ouvert qui contient (0, 0).
D'autre part, par changement de variable, on peut aussi montrer qu'il contient
aussi toutes les fonctions (f(t), g(t)) ne dépendant que du temps.

8.4 Lemme classique de propagation

On prouve un lemme classique utile dans les problèmes de propagation, et
en particulier utilisé dans [2] pour la propagation de la régularité.
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Lemme 12 Soit ω0 ∈ T ∗M , Γω0(t) la bicaractéristique partant de ω0 pour le
symbole σ(∆). On peut trouver ε > 0 tel que si 0 < t < ε, ω1 = Γω0(t), et V
voisinage conique assez petits de ω1, on ait un voisinage U de ω0 tel que pour
tout symbole c(x, ξ) homogène d'ordre s, supporté dans U , il existe un autre
symbole b(x, ξ) homogène d'ordre s− 1 tel que

1
i
{σ(∆), b} (x, ξ) = c(x, ξ) + r(x, ξ)

où r est d'ordre s et supporté dans V .

Démonstration : On cherche en fait b tel que

Hσ(∆)b = ic+ ir

σ(∆) étant strictement positif et homogène de degré 2, il existe p elliptique et
homogène de degré 1 tel que p2 = σ(∆).
On a {σ(∆), b} = −

{
b, p2

}
= −Hbp

2 = −2pHbp = 2pHpb.
p étant elliptique, il su�t de trouver b et r tels que

Hpb =
ic

2p
+
ir

2p

On est donc ramené au problème :
Soit p réel homogène elliptique de degré 1, c̃ homogène d'ordre s− 1 à support
dans un petit voisinage conique U de ω0. On doit trouver b d'ordre s − 1 et r̃
d'ordre s− 1 et à support dans V tel que

Hpb = c̃+ r̃

Or, Hp et ξ.
∂
∂ξ sont linéairement indépendants.

En e�et, si on noteG(x) = gij(x) la matrice des co�cients de σ(∆) =
∑
gijξiξj =

tξGξ, on a ∂ξσ(∆) = Gξ qui est non nul si ξ est non nul car G est inversible.
Donc Hp a une composante selon ∂

∂x et est donc indépendant de ξ. ∂∂ξ .

En particulier, on peut appliquer le théorème de Darboux homogène (voir [7] p
99) :
Il existe une transformation symplectique locale homogène, centrée en ω0

Φ(x, ξ) = (y1(x, ξ), ..., yn(x, ξ), η1(x, ξ), ..., ηn(x, ξ))

Avec yi homogène en ξ de degré 0,
ηi homogène en ξ de degré 1,
η1(x, ξ) = p(x, ξ) et y(ω0) = 0.
A partir de maintenant, on dé�nira les fonctions sur T ∗M dans les coordonnées
(yi, ηi). On aura alors Hp = Hη1 = ∂

∂y1
. Comme ω1 = Γω0(t0), dans les nouvelles

coordonnées cela donne ω1 = ω0 + t0
∂
∂y1

.

On peut choisir ε puis V voisinage de ω1 = Γω0(t0), (0 < t0 < ε) assez petit
tels que V + t ∂

∂y1
soient compactement inclus dans le domaine de la carte Φ
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pour t ∈ [−2ε, ε]. On choisit 0 < ε1 < t0/2 et O ouvert conique de Rn tels
que ω1+]− ε1, ε1[×O ⊂ V . On choisit ensuite U =]− ε1, ε1[×O. De sorte qu'il
véri�e :

U ⊂ {y1 < ε1} ⊂ {y1 < t0 − ε1} et

{t0 − ε1 ≤ y1 ≤ t0 + ε1} ∩
{
U + t ∂

∂y1
; t ∈ [0,+∞[

}
= ω1+]− ε1, ε1[×O ⊂ V

Etant donné c̃ à support dans U , on dé�nit :

b̃(y1, ..., yn, η1, ..., ηn) =
∫ y1

−∞
c̃(t, y2, ..., yn, η1, ..., ηn) dt (61)

b̃ est alors supporté dans
{
U + t ∂

∂y1
; t ∈ [0,+∞[

}
Soit Ψ ∈ C∞(R) telle que Ψ(t) = 1 pour t ≤ t0−ε1 et Ψ(t) = 0 pour t ≥ t0 +ε1.

On choisit b(y, η) = Ψ(y1)̃b(y, η), que l'on dé�nit a priori sur le domaine de la
carte Φ.
Calculons

Hpb(y, η) =
∂

∂y1
b = Ψ(y1)c̃(y, η) + Ψ′(y1)̃b(y, η)

Comme Ψ(y1) = 1 pour y1 ≤ t0 − ε1 donc en particulier sur U , on a

Ψ(y1)c̃(y, η) = c̃(y, η)

De plus, Ψ′(y1)̃b est à support dans

{t0 − ε1 ≤ y1 ≤ t0 + ε1} ∩
{
U + t

∂

∂y1
; t ∈ [0,+∞[

}
⊂ V.

En notant r̃ = Ψ′(y1)̃b, on a donc bien r̃ à support dans V .
De plus, si le symbole c̃ est d'ordre s− 1 en η, par la formule (61), r̃ et b̃ le sont
aussi, et par changement de variable homogène, elles le sont aussi en la variable
ξ.
Cependant, ces trois symboles ne sont a priori dé�nis que sur l'ouvert de carte
correspondant à Φ et on voudrait les étendre sur T ∗M tout entier. r̃ ayant V
pour support, on peut facilement l'étendre de façon C∞. Le support de b est
quant à lui inclus dans

{y1 ≤ t0 + ε1} ∩
{
U + t

∂

∂y1
; t ∈ [0,+∞[

}
⊂
{
V + t

∂

∂y1
; t ∈]− 2ε, ε[

}
qui est compactement inclus dans la carte par choix.
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